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前 言 


ЖАН 1957 年 由 大 连 工学 院 ( 现 为 大 连理 工大 学 ) 水 利 系 毕业 后 ， 被 分 配 到 东北 工学 
ВЕ ( 现 为 东北 大 学 ) 流体 力学 教研 室 任教 ， 直 至 1990 年 10 月 离休 ， 为 本 科 生 讲授 “工程 流 
体力 学 ”课程 ;“ 文 化 大 革命 ”后 ， 为 本 科 生 讲授 “三 传 理 论 ” 课程 ， 为 研究 生 讲 授 “ 理 论 
流体 力学 ”课程 以 及 “多 相 流 及 其 应 用 ”课程 。 

教 课 之 余 ， 本 人 从 事 “ 多 相 流 理论 ”的 研究 工作 ， 多 年 来 写 出 30 余 篇 文章 ， 其 中 ， 有 
3 篇 被 收入 第 二 、 第 三 、 第 四 届 “ 全 国 多 相 流体 力学 ， 非 牛顿 流体 力学 ， 物 理化 学 流体 力 
学 ”学 术 会 议论 文集 中 。 另 外 , 《多 相 流体 力学 基本 方程 》 一 文 ， 刊 于 1989 年 《东北 工学 院 
学 报 》 第 6 期 ; 《多 相 流 运动 学 几 个 基本 公式 》 一 文 ， 刊 于 1990 年 《东北 工学 院 学 报 》 第 6 
期 ; 《多 相 流 运动 微分 方程 》 一 文 ， 刊 于 1990 年 《哈尔滨 工业 大 学 学 报 》 增 刊 。 

无 论 在 教学 上 还 是 在 “多 相 流 ”学 术 研 究 上 ， 我 均 遇 到 汕 (Ж) 流 问 题 没有 得 到 解决 ， 
而 影响 其 他 问题 ， 无 法 深入 研究 的 情况 。 所 以 ， 立 志 研 究 渍 (Ж) 流 问 题 。 多 年 来 ， 在 我 脑 
海中 形成 了 几 个 问题 ， 一 起 让 我 思索 着 ， 如 : 湛 流 形成 的 机 理 到底 是 什么 ? 雷诺 数 能 判别 各 
种 情况 下 的 流 场 的 流 态 吗 ? 普兰 特 混合 场 理论 作为 研究 潮流 问题 的 理论 ， 出 发 点 对 吗 ? 利用 
时 均值 而 得 到 的 表达 控制 清流 运动 的 雷诺 方程 ， 能 解决 清流 问题 吗 ? 带 着 这 些 问题 ， 我 于 
1983 年 写 过 《管道 紊 (W) 流 形成 机 理 与 判别 流 态 新 方法 ) 一 文 ， 曾 被 1983 年 辽宁 省 力学 
学 会 年 会 选 为 宣读 论文 ; 在 1990 年 写 过 《Study of the Turbulent Flow Equations》 一 文 ， 被 
第 四 届 国 际 灌流 会 议 选 为 宣读 论文 ， 并 纳入 论文 集中 ， 会 后 又 被 于 国外 出 版 的 《Flow Mod- 
eling and Turbulent Measurement》 一 书 选 入 在 111 一 119 页 上 。 

经 过 多 年 的 努力 ， 我 终于 于 离休 后 的 2001 年 10 月 开始 动笔 写本 书 ， 经 过 7 年 的 时 间 ， 
于 2008 年 9 月 暂 告 定稿 。 

全 书 共 13 章 。 前 2 章 为 理论 观点 的 出 发 点 ， 第 3 章 为 无 坐标 系 积分 与 微分 方程 ， 第 4 
章 为 直角 坐标 系 流体 运动 微分 方程 ， 第 5 章 到 第 10 章 为 工程 淇 流 问题 的 研究 解决 方法 ， 第 
11 章 为 柱 坐 标 系 流体 运动 微分 方程 ， 第 12 章 为 球 坐 标 系 流体 运动 微分 方程 ， 第 13 章 为 近 
壁 流 理论 观点 。 

由 于 作者 水 平 所 限 ， 书 中 难免 有 不 足 之 处 ， 奶 请 有 关 专 家 、 学 者 批评 指正 ， 本 人 将 万 分 
感激 。 


作 者 
2008 年 9 月 28 日 
于 东北 大 学 
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BIR 边 层 流 


1.1 问题 的 提出 


以 层 流 充分 发 展 管 段 断面 速度 分 布 为 例 ， 断 面 平均 速度 为 wo。 由 于 流体 有 动力 黏 性 系 
数 w， 紧 贴 壁面 流体 微 团 ， 接 受 壁 面 对 其 摩擦 切 力作 用 ， 徽 团 平移 动能 全 部 转化 为 旋转 动 
能 ， 其 转向 依 主流 方向 而 成 顺 时 针 方向 ， 先 转动 起 来 的 微 团 ， 就 带动 相 邻 的 微 团 成 逆 时 针 方 
向 转动 。 这 样 形成 类 似 主 动 轮 与 被 动 轮 的 关系 ， 主 动 轮 顺 时 针 方向 ， 被 动 轮 逆 时 针 方向 ， 主 
动 轮 直径 大 ， 被 动 轮 直径 小 ， 出 现 大 小 、 方 向 相间 ， 紧 贴 壁 面 就 地 转动 的 一 层 流体 ， 如 图 
1-1 所 示 。 

由 于 紧 贴 壁面 相 邻 两 微 团 就 地 转动 方向 相反 ， 不 能 使 流 经 它们 表面 的 流体 微 团 转动 ; 但 
因为 它们 只 就 地 转动 ， 也 对 来 流产 生 阻 力作 用 ， 使 其 平移 速度 降低 很 多 ， 形 成 一 层 只 有 平移 
运动 的 流 层 ， 图 1-1 中 以 平行 线 表示 。 微 团 平移 层 ， 其 速度 很 小 ， 因 而 对 经 过 它 表 面 速度 大 
的 流体 微 团 产生 阻力 ， 此 力 仍然 以 剪 力 方式 作用 ， 故 使 平移 运动 的 来 流动 能 部 分 地 转变 为 旋 
转动 能 ， 形 成 轻 有 平移 又 有 旋转 运动 的 流 层 。 依 此 作用 下 去 ， 出 现 如 图 1-1 所 示 的 单一 平移 
以 及 平移 与 旋转 流 层 相间 的 流 谱 。 这 样 ， 流 区 厚度 可 以 通过 断面 平均 速度 ¿ 与 断面 速度 分 
布 曲线 交点 c 所 确定 ， 如 图 1-2 所 示 ， 过 < 点 作 平 行 线 ， 其 线 下 则 是 此 流 区 范围 ， 称 之 为 边 
层 流 区 。 


OoOo Oo Oo O 
Оо Оо Oo Оо Оо 


图 1-1 边 层 流 内 微 团 运动 示意 图 图 1-2 边 层 流 区 与 层 外 流 区 图 


边 层 流 区 中 各 层 流体 微 团 成 层 状 运动 ， 各 居 流 体 微 田 互 不 混杂 。 边 层 流 区 之 外 的 流 区 称 
为 层 外 流 区 。 

根据 质量 守恒 定律 ， 通 过 管道 各 断面 流量 应 为 常量 ， 而 边 层 流 区 的 速度 均 小 于 平均 速度 
uo， 为 保证 断面 流量 不 变 ， 必 须 加 大 层 外 流 区 的 流速 。 流 体 微 团 的 旋转 速度 不 能 显示 流量 ， 
所 以 只 能 加 大 层 外 区 流体 微 团 的 平移 速度 ， 由 此 得 出 层 外 区 流体 微 团 均 具 有 平移 速度 而 无 旋 
转速 度 ， 这 也 就 是 层 外 流 区 的 流 谱 的 特点 。 

能 量 守恒 定律 过 去 在 管道 流动 中 应 用 过 ， 为 保持 能 量 守恒 ， 一 切 能 量 损失 由 压力 下 降 来 


.2. теж(ж)йл# 


提供 ; 在 能 量 互相 转化 时 ， 压 能 可 以 转化 为 位 置 ， 也 可 以 转化 为 动能 ， 如 文 德 利水 表 ， 就 是 
根据 压 能 转化 为 动能 的 原理 制造 的 。 

现在 遇 到 的 问题 是 壁面 对 开始 就 具有 断面 平均 速度 we 的 徽 团 ， 施 以 剪 切 力作 用 ， 使 它 
变 成 就 地 旋转 而 失去 平移 速度 。 这 当然 可 以 从 “一 个 物体 的 动能 应 该 包括 平移 与 转动 两 个 动 
能 ， 而 且 它们 之 间 可 以 互相 转化 ”理解 为 ， 平 移动 能 全 部 转化 为 旋转 动能 。 由 质量 守恒 定 
律 ， 平 移 速度 加 到 管 中 去 使 它 变 为 us =2uo。 由 此 看 来 ， 壁 面 平移 速度 没有 转化 为 旋转 动 
能 ， 而 是 改变 位 置 ， 移 到 管 中 来 了 。 经 过 这 样 的 分 析 ， 就 出 现 了 能 量 缺 口 ， 为 保持 能 量 守 
恒 ， 只 有 由 压 能 下 降 来 补 上 这 个 缺口 。 

通过 上 面 的 分 析 ， 压 能 不 但 在 断面 变化 时 可 以 与 平移 速度 动能 互相 转化 ， 而 且 在 断面 不 
变 ， 在 同一 个 断面 上 速度 分 布 变化 时 也 能 与 平移 动能 互相 转化 ， 这 种 转化 是 能 量 守恒 、 质量 
守恒、 动能 守恒 、 动 量 守 便 互相 制约 的 情况 下 而 实现 的 转化 。 

这 里 说 的 动量 守恒 定律 ， 只 指 断 面 速度 分 布 是 根据 动量 守恒 推导 出 来 的 运动 微分 方程 而 
解 得 的 断面 速度 分 布 。 

综 上 所 述 ， 层 流 边 层 流 区 的 定义 是 ， 该 区 中 平移 与 平移 兼 有 旋转 运动 流 层 相间 存在 ， 各 
层 之 间 流 体 微 团 互 不 混杂 。 层 外 流 区 的 定义 是 ， 该 区 平移 运动 流 层 、 各 平移 流 层 的 微 团 互 不 
混杂 。 层 外 流 区 所 有 流体 微 团 只 有 平移 运动 而 无 旋转 运动 。 

谈 到 这 里 ， 读 者 可 能 要 问 ， 有 没有 注 流 边 层 流 问题 与 淇 流 层 外 流 问题 ? 回答 是 有 的 ， 但 
本 章 不 能 谈 ， 只 有 讲 完 第 2 章 潮流 形成 机 理 后 ， 才 能 把 这 个 问题 讲 明白 。 


1.2 边 层 流 、 层 外流 与 边界 层 的 区 别 


边界 层 是 将 流 场 划分 为 理想 流体 与 实际 流体 ， 以 便 分 别 应 用 理想 流体 与 实际 流体 运动 微 
分 方程 来 研究 它们 。 

边界 仅 应 用 于 绕 流 物 体 与 潜 体 运动 的 问题 ， 它 不 能 应 用 于 明渠 和 管道 流动 。 

而 边 层 流 、 层 外 流 可 以 应 用 于 任何 流 场 ， 也 就 是 说 ， 所 有 流 场 均 存在 着 边 层 流 与 层 外 流 
区 ， 即 使 边界 层 问题 也 存在 着 边 层 流 与 层 外 流 区 ， 但 在 研究 边界 层 内 的 边 层 流 区 的 划 界 上 ， 
必须 依靠 边界 层 方法 解决 实际 流体 与 理想 流体 的 分 区 问题 ， 然 后 应 用 实际 流体 运动 微分 方程 
解决 边界 层 内 各 断面 速度 分 布 问题 。 否 则 无 法 定 出 边 层 流 的 范围 。 


1.3 划分 边 层 流 、 层 外 流 的 意义 


边 层 流 、 层 外 流 是 任何 流 场 中 客观 存在 的 ， 它 是 根据 三 守重 定律 推导 分 析出 来 的 ， 为 今 
后 研究 流体 运动 提供 方便 。 

层 流 边 层 流 为 层 流转 化 清流 机 理 分 析 提 供 依据 ， 湛 流 边 层 流 为 建立 湛 流 运动 微分 方程 提 
供 了 可 能 性 ， 为 传 热 传 质 、 多 相 流 理论 分 析 提 供 了 理论 基础 。 
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1.4 边 层 流 范围 划 定 方法 


流 场 不 同 ， 划 分 边 层 流 范围 方法 也 有 所 差异 。 现 分 有 压 管 道 进口 段 、 平 板 边 界 层 和 明 驾 
三 种 流 场 加 以 讨论 。 

进口 段 边 界 层 形成 的 机 理 : 无 论 哪 种 流动 情况 ， 均 有 进口 段 或 开始 段 流 层 形成 问题 ， 它 
们 的 形成 过 程 和 机 理 是 一 样 的 。 现 以 平板 层 流 边 界 成 因 来 说 明 。 

层 流 平板 边界 层 成 因 说 明 : 来 流速 度 wo， 具 有 动力 黏 性 系数 yxy， 使 它 接受 壁面 对 它 的 
剪 力 阻力 作用 。 流 体 微 团 由 平移 运动 转变 为 就 地 旋转 运动 。 由 于 流体 是 由 微 团 组 成 的 ， 旋 转 
为 顺 时 针 的 ， 必 然 影响 相 邻 的 微 团 作 逆 时 针 方向 的 旋转 ， 结 果 壁 面 上 方向 相反 ， 相 间 旋 转 层 
就 地 运动 。 如 图 1-3 所 示 。 


图 1.3 边界 层 形成 机 理 示意 图 

顺 时 针 施 转 的 微 团 直径 大 ， 因 为 它 是 直接 由 壁面 前 切 作用 形成 的 ;而 逆 时 针 施 转 的 微 轩 
直径 小 ， 因 为 它 是 由 顺 时 针 旋转 带动 而 引起 的 ， 由 于 能 量 损耗 ， 它 的 直径 要 小 一 些 。 

来 流 微 团 正 对 就 地 旋转 层 时 ， 形 成 了 驻 线 。 当 
紧 贴 驻 线 上 层 来 流 微 团 ， 流 经 几 个 就 地 旋转 微 团 胃 Oo Oo O 
力 影响 后 ， 开 始 明显 减速 ， 为 a < us。 чой, *sn—Ç @ © @ G @ G 
继续 累积 式 地 受到 壁面 上 就 地 旋转 徽 团 的 限 力作 оОоОо 
用 ， 使 其 速度 连续 地 下 降 ， 则 wii > win。 结果 形成 
一 层 只 有 平移 运动 的 微 团 ， 而 且 速度 很 低 。 如 图 
1-4 所 示 。 为 什么 不 旋转 呢 ? 

壁面 上 就 地 旋转 的 相 邻 微 团 转向 相反 ， 使 得 对 上 层 流体 微 团 不 能 显示 转动 作用 。 又 因为 
壁面 上 就 地 施 转 的 微 团 没有 平移 速度 ， 对 其 上 层 平移 速度 来 流 仍然 起 阻力 作用 ， 因 它 是 流 
体 ， 而 不 是 壁面 ， 形 成 阻力 小 一 些 ， 结 果 形成 -- 层 只 有 平移 速度 很 低 的 流 层 。 

流体 微 团 只 有 平移 运动 的 流 息 ， 其 速度 低 于 其 上 层 来 流速 度 ， 因 而 对 其 上 层 流体 起 着 切 
力作 用 。 由 于 是 流体 ， 而 且 有 运动 ， 其 切 力 比 训 面 对 流体 的 作用 小 一 些 ， 结 果 使 来 流产 生 放 
转 ， 不 能 使 其 失去 全 部 平移 速度 ， 出 现 一 层 既 有 平移 又 有 旋转 的 流 层 。 

根据 板 长 不 同 ， 依 上 述 推论 ， 可 以 得 到 相应 的 不 同 层 数 的 平移 沉 层 与 平移 兼 旋转 流 层 相 
间 的 边界 层 。 

层 流 平板 边界 层 内 边 层 流 范围 旭 分 方法 (这 里 所 谈 的 流动 为 定常 流 而 且 是 不 可 压缩 的 流 


图 1-4 平移 层 形成 原因 示意 转 


TE 工程 来 ( 消 ) 流 力学 


Ж): 平板 边界 层 为 理想 流 ， 其 速度 为 xo， 沿 平板 长 各 断面 上 没有 流量 不 变 问题 。 
这 里 暂 定 已 知 层 流 边 界 厚度 变化 表达 式 以 及 层 内 速度 分 布 函数 ， 并 依 此 将 它们 绘 于 图 
1-5 中 。 


边界 层 边 线 


1.5 层 流 平板 边界 内 边 层 流 区 示意 图 


计算 出 沿 板 长 不 同 断面 上 层 内 的 平均 流速 vou，voz 等 。 它 们 各 自 与 所 在 断面 速度 分 布 曲 
线 有 一 交点 ， 如 56，* $, Жа, b, c 等 点 ， 得 一 曲线 abc， 其 线 下 就 是 边 层 流 区 ， 其 外 
就 是 层 外 区 。 

有 压 圆 管 层 流 进口 段 边 层 流 范围 划分 方法 (这 里 的 讨论 限定 为 不 可 压缩 流体 的 定常 流 运 
3): 理想 流体 与 实际 流体 分 界线 ， 以 及 实际 流体 区 速度 分 布 规律 ， 在 第 7 章 均 已 确定 ， 根 
据 它们 可 以 在 相应 条 件 下 ， 绘 出 理想 与 实际 流体 运动 分 界线 ， 以 及 各 断面 的 实际 流体 区 的 速 
度 分 布 。 管 道 流动 特点 是 : 流量 沿 流程 各 断面 不 变 ， 它 与 各 断面 速度 分 布 各 有 交点 。 将 这 些 
交点 连 成 曲线 ， 即 арса 曲线 ， 其 下 则 为 边 层 流 区 ， 如 图 1-6 所 示 。 其 外 为 层 外 流 区 ， 它 又 
分 为 实际 流体 区 与 理想 流体 区 ， 边 层 流 边线 与 理想 和 实际 流体 分 界线 之 间 为 实际 流体 层 外 流 
K; 理想 与 实际 流体 分 界线 之 外 为 层 外 流 理想 流体 区 。 


图 1-6 管道 进口 段 边 层 流 范围 示意 图 


明渠 层 流 充分 发 展 段 边 层 流 划 分 方法 : 壁面 对 流体 运动 影响 是 有 限 的 ， 边 界 层 理论 足以 
说 明 这 一 点 ， 但 明渠 又 与 边界 层 流 不 同 ， 它 有 自由 面 。 按 此 特点 将 明渠 分 为 低 水 深 与 高 水 
深 。 低 水 深 壁 底 影响 可 以 到 达 自 由 水 面 ， 高 水 深 壁 底 对 流体 运动 的 影响 不 能 到 达 水 面 。 

明渠 ， 在 工程 上 可 以 分 为 矩形 、 梯 形 等 ， 关 于 不 同 断 面 上 速度 分 布 要 在 第 6 章 讨 论 ， 这 
里 仅仅 定性 地 示意 地 绘 出 来 ， 用 以 说 明 边 层 流 区 划 定 方法 。 

明渠 的 特点 : 有 自由 面 ， 水 深 一 定 ， 流 量 就 一 定 。 绘 出 断面 速度 分 布 ， 以 断面 平均 速度 
与 其 交点 K 作 一 平行 于 水 面 的 线 。 如 图 1-7 所 示 ， 该 线 以 下 为 边 层 流 区 ， 其 外 为 层 外 流 区 。 
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图 1-7 低 水 位 明 梁 边 层 流 划分 示意 图 


高 水 深 与 低 水 深 明 汇 有 所 不 同 ， 在 高 水 深 时 ， 首 先 要 确定 渠 底 对 流体 运动 的 影响 范围 。 
这 个 范围 可 以 通过 求解 进口 段 边界 层 曲线 而 得 到 。 这 里 仅 作 已 知 定性 处 理 。 
高 水 深 明 渠 边 层 流 区 划 定 方法 如 图 1-8 所 示 。 


图 1-8 高 水 深 明 渠 边 层 流 划分 示意 图 


高 水 深 明 渠 边 层 流 的 特点 是 层 外 区 分 为 两 区 : 一 是 边 层 流 边线 与 边界 层 边线 之 间 的 实际 
流体 区 ; 二 是 边界 层 边线 与 自由 水 面 之 间 的 区 ， 这 个 区 是 理想 流体 区 域 。 


1.5 MALEH 


以 上 谈 的 均 为 层 流 边 层 流 问 题 ， 同 样 也 有 湛 流 边 层 流 问 题 。 席 流 边 层 流 是 在 层 流转 化 为 
湛 流 后 而 出 现 的 。 要 把 这 个 问题 彻底 弄 清楚 ， 必 须 研究 完 第 2 章 。 此 处 仅仅 定性 地 概念 性 地 
讲述 其 定义 及 其 与 层 流 边 层 流 的 区 别 。 

满 流 边 层 流 是 指 在 湛 流 的 流 场 情 况 下 ， 近 壁 存 在 的 边 层 流 区 ， 其 “ 边 ”就 是 指 近 壁 ， 其 
“ 层 ” 是 指 流体 微 团 运动 是 成 层 的 。 各 层 间 的 流体 微 团 互 不 混杂 。 油 流 边 层 流 厚 度 随 漠 流 强 
度 增加 而 变 薄 。 无 论 怎 么 薄 ， 至 少 存在 三 层 ， 如 图 1-9 所 示 。 即 紧 贴 壁面 的 ， 就 地 旋转 ， 相 
邻 两 个 微 团 转向 相反 ;， 贴 于 其 上 的 流体 微 团 是 只 有 平移 运动 的 流体 微 团 ; 此 层 之 上 是 既 有 平 
移 又 有 旋转 运动 的 微 团 ， 相 邻 流体 微 团 间 转 向 也 相反 。 凡 是 顺 时 针 转 动 的 为 主动 微 团 ， 直 径 
比较 大 ; 逆 时 针 转 动 的 为 被 动 微 团 ， 直 径 比较 小 。 所 有 微 团 运动 ， 无 论 是 否 有 旋转 ， 均 在 所 
在 流 层 中 运动 ， 没 有 互相 混杂 的 现象 。 从 这 个 意义 上 来 讲 ， 边 层 流 属于 层 流 。 

湛 流 边 层 流 之 外 ， 也 有 层 外 流 区 。 它 与 层 流 时 层 外 流 区 有 本 质 的 差别 。 根 据 满 流 的 相应 
强度 ， 有 相应 的 具有 垂直 于 主流 方向 分 速度 的 涡 旋 微 团 ， 从 边 层 流 边界 上 不 断 地 进入 到 层 外 
流 区 ， 形 成 分 散 相 ， 而 原来 的 只 有 平移 运动 的 微 团 则 为 连续 相 。 这 样 ， 淇 流 层 外 流 区 就 类 似 
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平移 兼 旋转 流 层 
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Bis 清流 边 层 流 最 薄 时 示意 图 


于 多 相 流 。 

水 流 边 层 流 区 划 定 方法 : 划 定 步 又 与 层 流 边 层 流 区 划分 一 样 ， 只 是 由 于 油 流 断面 速度 分 
布 比 层 流 时 均匀 ， 平 均 速度 o, 与 最 大 速度 相 比 要 小 得 多 ， 由 此 得 出 边 层 流 层 厚度 就 薄 得 多 。 

现 分 几 种 情况 简介 如 下 。 

有 压 湾 流 充分 发 展 管 段 边 层 流 划分 方法 ， 仍 然 先 根据 断面 上 速度 分 布 与 断面 平均 速度 的 
交点 ， 绘 平行 于 管 壁 的 直线 ， 线 下 则 为 边 层 流 区 ， 如 图 1-10 所 示 。 


图 1-10 充分 发 展 灌流 管 段 边 层 流 划 定 示意 图 


明渠 分 为 水 深浅 与 水 深 大 两 种 情况 ， 这 样 分 是 因为 壁 底 对 水流 影响 也 是 有 一 定 范围 的 ， 
水 浅 时 边 层 流产 生 的 涡 旋 可 以 斜 冲 到 自由 水 面 ， 而 水 深 大 的 则 不 能 到 达 水 面 ， 而 是 走 一 段 距 
离 就 消失 了 。 如 图 1-11 所 示 。 


图 1-11 水 浅 边 层 流 示意 图 


水 深 大 的 情况 ， 层 外 流 区 分 为 两 部 分 : 一 部 分 为 实际 流体 区 ， 一 部 分 为 理想 流体 区 。 而 
涡 旋 运动 不 能 进入 理想 流体 区 ， 如 图 1-12 所 示 。 

涨 流 平板 边 层 划 分 情况 如 下 。 

满 流 平板 前 缘 总 是 存在 一 点 层 流 区 ， 所 谓 清流 平板 ， 是 指 能 成 为 淇 流 的 部 分 。 
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图 1-12 水 深 大 边 层 流 示意 图 


水 流 平板 的 特点 之 一 是 没有 固定 流量 的 限制 。 平 板 各 断面 的 速度 分 布 是 各 不 相同 的 ， 因 
此 必须 按 各 断面 速度 分 布 计算 出 流量 ， 然 后 求 其 平均 速度 vot，voa，vo3 等 。 将 它们 与 各 自 
的 断面 速度 分 布 交 点 连 成 曲线 ， 如 图 1-13 所 示 的 акса 曲线 。 曲 线 以 下 为 边 层 流 区 ; 其 外 则 
为 层 外 区 ， 层 外 区 又 分 为 实际 流体 区 与 理想 流体 区 。 而 边 层 流 区 界面 产生 的 涡 旋 ， 只 能 在 实 
际 流体 中 运动 ， 根 本 冲 不 到 理想 流体 区 。 


В 113 汝 流 平板 边界 层 中 边 层 流 示 窟 图 


有 压 灌流 管道 进口 段 边 层 流 划分 情况 如 下 。 

管道 流动 的 特点 是 沿 管道 各 断面 流量 不 变 。 只 要 绘 出 几 个 进口 段 各 断面 速度 分 布 ， 将 其 
各 自 与 断面 平均 速度 的 交点 连 成 曲线 ， 如 图 1-14 中 арса 曲线 所 示 。 该 曲线 以 下 为 边 层 流 
K; 其 外 为 层 外 区 ， 层 外 区 I 为 实际 流体 区 ， 层 外 区 为 理想 流体 。 涡 旋 微 团 在 边 层 流 界面 
上 间歇 地 产生 后 ， 斜 冲 入 层 外 流 工区 ， 在 它 运动 到 理想 与 实际 流体 分 界面 处 ， 因 其 存在 条 件 
速度 梯度 消失 而 消失 ， 实 际 是 在 外 界 条 件 改变 下 ， 将 旋转 动能 逐渐 转化 为 平移 动能 。 

以 上 所 述 中 ， 凡 是 涉及 理想 与 实际 流体 分 界线 、 速 度 分 布 问题 ， 将 在 以 后 各 章 有 关节 中 
分 别 讨论 ; 关于 涡 旋 运动 的 形成 ， 将 在 滑 流 形成 机 理 一 章 有 关节 中 加 以 讨论 。 

边 层 流 的 提出 ， 是 运用 物理 学 中 三 守恒 定律 对 流体 运动 进行 综合 分 析 得 出 的 ， 因 此 它 的 
理论 基础 稳固 。 


1.6 梳理 几 个 概念 


边 层 流 与 层 外 流 的 提出 ， 使 得 层 流 运动 的 真实 流 谱 得 到 揭示 。 层 流 运动 ， 实 际 是 由 边 层 
流 区 与 层 外 流 区 两 部 分 组 成 的 。 
边 层 流 区 是 微 团 平移 与 微 团 平移 兼 旋转 流 层 相间 存在 的 流 层 。 两 相 邻 的 旋转 微 团 ， 转 向 
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理想 与 实际 流体 运动 分 界线 边 层 流 边线 


图 1-14 有 压 湾流 进口 段 边 展 流 区 示意 图 


相反 ; 顺 时 针 转 动 的 微 团 直径 大 ， 逆 时 针 转 动 的 微 团 直径 小 。 

层 外 流 区 ， 微 团 成 层 地 只 有 平移 运动 。 该 区 虽 有 速度 分 布 ， 使 得 速度 梯度 存在 ， 但 不 能 
产生 涡 旋 运动 。 

水 流 流 场 也 有 边 层 流 与 层 外 流 两 个 区 域 。 不 过 ， 边 层 流 区 厚度 比 层 流 时 落得 多 ， 而 且 其 
层 数 也 随 油 流 强度 加 大 而 变 少 ， 但 最 少 也 存在 着 三 层 。 

边 层 流 界面 间歇 地 产生 具有 垂直 于 主流 方向 的 速度 涡 旋 ， 不 断 地 输送 到 层 外 流 区 。 

层 外 流 区 除 具有 平移 运动 微 团 外 ， 还 有 相当 数量 的 运动 涡 旋 ， 而 它们 又 是 根据 边界 条 件 
而 消失 的 ， 即 旋转 动能 变化 为 平移 动能 。 

这 里 所 谈 ， 仍 然 是 概念 、 定 性 地 加 以 说 明 。 要 彻底 弄 清楚 ， 得 在 讲 完满 流 形成 机 理 之 
后 。 


1.7 连续 性 问题 


流体 本 身 存在 着 动力 黏度 w， 它 使 得 流体 运动 呈现 连续 性 ， 因 此 可 以 用 数学 中 的 连续 函 
数 作为 工具 来 描述 流体 运动 要 素 的 变化 规律 。 

流体 是 连续 介质 ， 是 由 它 本 身 特性 决定 的 ， 而 不 是 假设 。 由 于 宏观 研究 流体 运动 的 需 
要 ， 刻 画 其 组 成 的 最 小 单元 是 质点 ， 各 质点 之 间 无 空隙 地 紧密 相连 ， 一 个 质点 运动 ， 相 邻 的 
也 跟着 动 。 每 个 质点 都 有 自己 的 运动 要 素 值 ， 如 压力 、 速 度 等 。 

客观 上 来 讲 ， 流 体 运 动 有 变形 、 旋 转 等 现象 。 为 了 描述 它们 ， 采 用 比 质 点 大 得 多 的 流体 
微 团 作为 研究 对 象 。 微 团 由 几 个 或 若干 个 流体 质点 组 成 ， 其 中 各 质点 可 有 不 同 的 速度 ， 使 整 
个 微 团 出 现 变形 、 旋 转 与 整体 平移 等 现象 。 根 据 具体 情况 的 不 同 ， 微 团 可 以 只 有 平移 ， 或 只 
有 旋转 ， 或 兼 有 之 。 

无 论 是 质点 还 是 微 团 ， 它 们 在 流体 运动 中 都 是 紧密 相 邻 而 无 缝隙 的 。 

边 层 流 概念 的 提出 是 不 会 影响 连续 性 的 。 以 管道 层 流 运动 为 例 来 具体 分 析 一 下 。 研 究 断 
面 上 速度 分 布 的 连续 性 ， 是 以 平移 速度 为 对 象 的 。 在 壁面 上 ， 就 地 旋转 微 团 平移 速度 为 0， 
与 其 上 相 邻 的 流 层 ， 具 有 较 低 的 平移 速度 ， 其 值 不 为 0， 但 接近 于 0， 没 有 突变 问题 ; 在 平 
移 流 层 之 上 ， 是 一 层 既 有 平移 又 有 旋转 的 流体 微 团 ， 而 我 们 只 研究 平移 速度 ， 该 速度 大 于 其 
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下 层 的 平移 速度 ， 变 化 是 渐变 的 。 因 此 ， 层 流 管道 断面 速度 分 布 是 连续 变化 的 ， 可 以 用 连续 
函数 来 描述 它 。 

湛 流 管道 边 层 流 与 层 外 流 是 否 对 断面 速度 分 布 的 连续 性 产生 影响 呢 ? 从 平移 速度 角度 来 
看 ， 边 层 流 与 层 流 边 层 流 一 样 ， 只 是 其 厚度 薄 而 已 。 速 度 分 布 仍然 旦 连续 性 。 

层 外 流 就 不 同 了 。 由 于 从 边 层 流 界面 上 间歇 地 产生 相当 数量 的 涡 旋 微 团 ， 斜 冲 进 来 ， 扰 
乱 原来 成 层 的 平行 流 层 ， 而 成 为 清流 。 涡 旋 微 团 有 沿 主流 方向 的 平移 速度 ， 但 其 值 较 小 ; 也 
有 垂直 于 主流 方向 的 速度 ， 还 有 旋转 运动 。 

涡 旋 微 团 旋转 不 能 显示 流量 ， 只 有 它 平行 于 主流 方向 分 速度 时 ， 才 能 体现 流量 ， 但 它 的 
速度 比 周围 的 只 有 平移 运动 的 微 团 速度 低 。 因 此 ， 管 道 滑 流 时 ， 断 面 速度 分 布 如 图 1-15 所 
示 。 说 明 断 面 速度 分 布 已 不 是 连续 的 规律 ， 无 法 用 数学 函数 来 描述 它 ， 另 外 ， 它 除 表明 漠 流 
特征 之 外 ， 在 工程 上 或 与 其 他 学 科 关系 上 也 没有 什么 可 用 的 价值 。 

沸 流 本 身 或 与 清流 有 关联 的 学 科 均 重视 的 问题 是 油 流 边 层 流 界 面 上 ， 在 相应 的 潮流 度 下 
产生 多 少数 量 的 涡 旋 ， 其 直径 多 大 ， 速 度 如 何 。 要 解决 这 些 问题 ， 关 键 是 要 知道 边 层 流 界面 
上 速度 梯度 ， 要 求 得 速度 梯度 ， 就 必须 有 一 个 断面 速度 连续 地 分 布 ， 如 图 1- 16 所 示 ， 并 使 
这 个 断面 速度 分 布 计算 出 的 流量 与 图 1-15 所 示 速 度 分 布 算得 的 流量 相等 。 

由 于 已 知 清流 边 层 流 内 速度 分 布 满足 连续 性 ， 既 然 这 个 层 的 界 层 产生 涡 旋 ， 就 设想 有 一 
个 对 应 产生 此 涡 旋 的 速度 梯度 。 依 此 建立 微分 方程 ， 求 解 出 管道 断面 速度 分 布 ， 就 是 如 图 
1-16 所 示 的 图 形 。 详 细 讨 论 需 在 学 完满 流 形成 机 理 这 章 之 后 ， 才 能 弄 清楚 处 理 问题 的 思维 
方法 。 


图 1-15 湾流 管道 速度 分 布 示 意图 图 1-16 洁 流 管道 速度 模拟 图 


本 章 所 谈 问 题 ， 是 第 2 章 研究 问题 的 出 发 点 ， 也 是 以 后 各 章 研究 分 析 问题 的 基础 。 它 与 
第 2 章 对 全 书 讨论 及 处 理 的 问题 ， 起 着 引导 作用 。 
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2.1 前 Е 


本 章 以 边 层 流 的 概念 为 出 发 点 ， 开 始 研究 淇 流 形成 机 理 与 清流 运动 特点 。 由 于 外 界 与 边 
界 条 件 的 不 同 ， 因 此 ， 涡 流 形成 机 理 与 潮流 状态 的 特征 也 有 所 差异 。 下 面 对 有 压 管道 流动 充 
分 发 展 段 、 管 道 流动 进口 段 、 平 板 边 界 流动 、 明 渠 流动 几 种 情况 分 别 加 以 讨论 。 

本 书 讨论 的 问题 是 基于 流体 力学 中 有 关 概 念 、 公 式 、 定 理 进行 的 ， 还 要 用 到 物理 学 中 的 
一 些 力学 定律 ， 并 结合 具体 的 边界 条 件 ， 综 合 地 进行 分 析 与 讨论 。 


2.2” 层 流转 变 为 灌流 的 过 程 


由 流体 力学 雷诺 实验 可 知 ， 当 沿 管 轴 红 色 流 线 破碎 时 ， 说 明 整 个 管道 已 形成 了 注 流 。 这 
表明 ， 在 流动 中 ， 有 的 微 团 除 沿 主流 方向 运动 外 ， 还 有 垂直 于 主流 方向 运动 的 分 速度 。 这 个 
微 团 是 怎么 产生 的 呢 ? 从 力学 的 观点 来 分 析 ， 这 个 微 团 一 定 受到 垂直 于 主流 方向 的 力 。 当 这 
个 力 足 以 克服 微 团 的 惯性 力 时 ， 它 就 出 现 了 这 个 分 速度 。 


2.2.1 有 压 管道 充分 发 展 段 


管道 壁面 无 论 如 何 光滑 ， 总 是 有 相对 的 高 低 不 平 的 ， 有 的 壁面 本 身 就 存在 着 高 度 大 小 不 
同 的 粗糙 分 布 ， 见 图 2-1。 


图 2-1 管内 整 粗糙 分 布 示意 图 


将 图 2-1 作 C 一 C 剖面 ， 示 于 图 2-2 中 ， 可 以 看 清 边 层 流 厚 度 覆 盖 粗 糖 情况 。 为 说 明 方 
便 ， 将 粗糙 A 处 流动 放大 ， 并 标 出 受 力 情况 。 见 图 2-3。 

边 层 流 中 ， 紧 贴 壁 面 一 层 是 就 地 旋转 徽 团 ， 两 相 邻 微 团 转向 相反 ; 顺 时 针 转 动 的 微 团 为 
主动 微 团 ， 直 径 大 ， 逆 时 针 转 动 的 微 团 为 被 动 徽 团 ， 直 径 小 。 紧 贴 这 层 之 上 的 一 层 是 只 有 速 
度 很 低 的 平移 运动 微 团 。 在 它 之 上 的 一 层 是 既 有 旋转 又 有 平移 运动 的 微 团 层 。 同 样 ， 相 邻 的 
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(а) (b) 
图 2-3 粗糙 А 顶部 微 团 a 周边 流动 情况 与 受 力 示意 图 


两 个 微 团 转向 相反 ， 顺 时 针 的 为 主动 ， 逆 时 针 的 为 被 动 ， 主 动 徽 团 直径 大 ， 被 动 微 团 直径 
小 。 依 此 推 下 去 ， 一 直 推 到 相应 的 边 层 流 边界 上 为 止 。 

当 人 雷诺 数 加 大 后 ， 断 面 平均 速度 o 与 断面 速度 分 布 均 变化 ， 其 交点 C 也 变化 ， 其 变化 
结果 使 边 层 流 厚 度 变 水。 在 某 个 雷诺 数 下 ， 这 个 厚度 恰好 接 衡 壁 面 粗糙 最 高 顶部 ， 如 图 2-2 
的 粗糙 A 处 所 示 。 为 研究 方便 起 见 ， 将 它 取出 放大 ， 如 图 2-3 所 示 。 

粗糙 A 项 上 数 第 三 层 ， 正 好 为 边 层 流 界面 ， 其 微 团 а 既 有 平移 又 有 顺 时 针 旋转 ; 并 且 
其 周围 有 绕 流 ， 而 上 边 流速 高 ， 下 边 流速 低 。 由 伯 努 利 方程 可 知 ， 上 边 压力 小 ， 下 边 压 力 
大 ， 则 有 上 下 压力 差 。 

由 流体 力学 可 知 ， 在 流体 中 的 物体 有 旋转 ， 周 围 有 绕 流 ， 则 这 个 物体 一 定 受到 升力 作 
用 。 结 合 这 里 的 微 团 a， 其 升力 可 以 表示 为 

工 =xp(x 一 xs)d3w (2-2-1) 
RP: x 一 一 微 团 a 的 绕 流速 度 ; 
zs 一 一 微 团 的 平移 速度 ; 
4 一 一 微 团 的 直径 ; 
2 一 一 流体 的 密度 ; 
w 一 一 微 团 的 旋转 速度 。 
式 (2-2-1) 中 ， 微 团 旋转 速度 o 实际 上 由 两 部 分 组 成 ， 即 
ш= ote, (2-2-2) 


12. теж(®)йл%# 
w 是 管道 断面 平均 速度 v 在 壁面 引起 的 剪 切 力作 用 下 ， 使 其 转变 为 旋转 强度 值 ， 其 表 
达 式 为 
а= 58 Га? (2-2-3) 


RP: r, 
ws 一 微 团 所 在 位 置 的 速度 ， 对 于 管道 而 言 ， 其 计算 公式 如 下 ; 


u= A (R 一 r°) (2-2-4) 
式 中 ; R 一 一 管道 的 半径 ; 
7 一 一 流体 动力 黏度 ; 
ht 1 长 损失 水 头 ; 


式 (2-2-4) 中 ，r 由 下 式 计算 ， 式 中 符号 如 图 2-4 BUR: 
r=R-(A+S5r,) (2-2-5) 
图 2-4 H, s 由 下 式 表 示 : 
s=A+2.54,=A+Sr, (2-2-6) 
Rp: 4 一 一 壁面 粗糙 A 的 高 度 ; | 
r, 一 一 流体 旋转 微 团 半径 。 
w 为 断面 速度 分 布 在 旋转 微 团 a 处 由 速度 梯度 引起 的 涡 旋 强 度 ， 对 充分 发 展 管道 而 言 ， 
其 计算 公式 为 


а 4 (2-2-7) 


由 图 2-4 可 以 看 出 ， 粗 糙 A 的 高 度 对 流 线 产生 变 弯曲 的 影响 ， 使 得 流体 微 团 а 受到 一 
个 瞬时 离心 力 的 作用 。 它 由 下 式 计算 : 


с (2-2-8) 


RP: m 一 一 流体 微 团 的 质量 。 


图 2-4 有 关公 式 符号 说 明 
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综 上 所 述 ， 流 体 微 团 a 受到 升力 、 瞬 时 离心 力 以 及 向 上 的 微弱 压 差 作 用 。 当 这 些 力 的 
合力 足以 克服 微 团 本 身 的 惯性 力 时 ， 就 会 使 它 产生 垂直 于 主流 方向 横向 的 运动 分 速度 。 它 一 
且 运 动 ， 就 会 受到 周围 流体 运动 的 阻力 。 由 流体 力学 可 知 ， 运 动物 体 的 阻力 可 分 为 3 个 区 : 
一 是 斯 托 克 斯 区 ; 二 是 阿 连 区 ; 三 是 牛顿 区 。 那 么 ， 涡 旋 微 团 横向 运动 时 ， 属 于 哪个 区 呢 ? 
通过 推导 的 公式 可 以 验证 ， 只 有 运用 牛顿 区 阻力 公式 得 到 的 结果 才 有 物理 意义 。 对 于 涡 旋 微 
团 而 言 ， 其 牛顿 区 阻力 公式 为 


R,=0.055ə942u 72 (2-2-9) 
式 中 :，R, 一 一 涡 旋 微 团 受到 的 阻力 ; 
d, 一 一 涡 旋 微 团 的 直径 ; 
u? 一 一 涡 旋 微 团 横向 运动 速度 。 
根据 图 2-3 中 涡 旋 微 团 a 受 力 分 析 ， 利 用 牛顿 第 二 定律 ， 建 立 其 运动 微分 方程 为 


du; 0.33 „ 
Co 


us | -0o=0 


令 
k=6(u-u)w-g (2-2-10) 
= (2-2-11) 
解 出 
е e- 
= 2-2-12 
站 ev ( ) 


对 涡 旋 横 向 运动 速度 的 分 析 ， 当 6(u – и,)о 大 于 重力 加 速度 g，x。 = 0， 即 相等 时 ， 
и; = 0， 这 从 式 (2-2-12) 可 以 看 到 。 

当 :>0 的 一 个 瞬间 时 ，w 值 比较 大 ， 使 得 升力 大 于 重力 ， 使 它 冲 出 所 在 的 流 层 。 一 旦 
它 离开 所 在 流 层 ， 即 离开 边 层 流 的 界面 后 ， 其 w 值 只 剩 下 wz， 而 o, 已 经 不 存在 ， 使 得 它 的 
升力 下 降 ; 由 式 (2-2-7) 可 以 看 出 ， 随 着 o БЖ, у 值 变 小 ， 当 y=0 时 ，wz= 0， 即 在 管 
轴线 上 wa =0。 

实验 室 中 ， 雷 诺 实验 管 径 比 较 小 ， 当 流量 达到 某 一 个 值 时 ， 在 边 层 流 界面 上 ， 已 经 有 横 
向 运动 的 涡 旋 出 现 ， 不 过 它 运动 的 距离 小 ， 而 是 边 层 流 附 近 的 位 置 ， 但 这 部 分 流动 已 经 破裂 
为 汕 流 。 当 实验 管 中 平 均 速 度 大 到 一 定 程度 时 ， 在 边 层 流 界面 上 引起 的 升力 足够 大 ， 大 大 超 
过 重力 加 速度 g， 使 横向 运动 的 涡 旋 可 以 冲 到 管 轴线 ， 这 时 整个 管道 成 为 清流 。 

在 某 一 个 流 态 下 ， 边 层 流 界 面 首先 变 为 清流 ， 如 图 2-5 所 示 。 

ШИ a 向 上 运动 ， 离 开 所 在 流 层 时 ， 就 说 它 冲 断 其 顶部 只 有 平移 运动 的 流 层 ， 分 为 
左右 两 部 分 ， 右 边 部 分 由 于 惯性 作用 ， 继 续 向 前 方 运动 ; 而 原 微 团 所 在 位 置 左右 两 侧 微 团 平 
移 速度 比较 低 ， 右 边 惯 性 作用 向 前 运动 ， 只 有 左边 微 团 可 以 充填 微 团 а 离开 后 的 空 闪 ， 但 
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是 它 的 速度 比 其 层 平移 速度 低 ， 这 样 ， 只 有 微 团 a 冲 断 的 平移 流 层 左 边 的 流体 下 冲 空 穴 ， 


如 图 2-5(b) 所 示 。 
аййш. ju 
© RRKT 
原 边 层 流 边线 
m  -. е. “QD. amas 
A A 
(а) (b) 
图 2-5 边 层 流 界面 首先 变 为 潜流 说 明 图 
这 种 现象 说 明 ， 边 层 流 界面 上 方 的 平移 流 层 中 微 团 冲 入 边 层 流 界面 ， 使 其 失去 原来 成 层 


运动 现象 ， 这 一 出 一 进 说 明 各 层 之 间 有 微 团 交 换 。 说 明 边 层 流 界面 附近 首先 成 为 消 流 区 ， 使 
得 边 流 层 厚度 变 薄 。 


2.2.2 有 压 管道 进口 段 


进口 段 的 特点 是 管 中 有 一 馆 形 理想 流体 运动 区 。 层 流 是 实际 流体 ， 因 此 层 流 变 为 汕 流 只 
有 在 实际 流体 的 层 流 运动 中 进行 ， 不 会 发 展 到 理想 流体 区 域 。 
进口 段 层 流转 变 为 测 流 的 机 理 与 充分 发 展 段 层 流转 变 为 汕 流 一 样 。 


2.2.3 明 Ж 


明渠 的 特点 是 有 自由 面 ， 因 而 应 分 为 水 深 与 水 浅 两 种 情况 分 别 讨论 其 层 流转 化 为 淇 流 问 
题 。 水 浅 时 ， 消 流 可 以 到 达 自由 面 ; 而 水 深 时 ， 油 流 只 有 在 距 渠 底 、 渠 侧 壁 一 定 范围 内 出 
现 。 渠 中 间 为 理想 流体 ， 不 会 出 现 滑 流 。 

层 流 矩形 明渠 断面 速度 分 布 如 图 2-6 所 示 。 


бв 边 层 流 边 线 


z 
gm 


(b) y=0 Bf, х0: 平面 边 层 流 边线 示意 图 (c) z = H Ë$, хОу 平面 边 层 流 边线 示意 图 
E26 层 流 矩 形 明 汇 断面 速度 分 布 示意 图 
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渠 底 边 层 流 界面 处 ， 流 经 粗粮 最 高 顶部 时 ， 顺 时 针 旋 转 的 微 团 ， 在 瞬时 离心 力 帮助 下 ， 
在 升力 作用 下 ， 使 它 产生 横向 运动 ， 冲 断 其 上 部 只 有 平移 运动 的 流 层 ; 被 冲 断 左边 的 流 层 微 


团 ， 顺 势 充 填 刚 斜 上 升 的 微 团 空 穴 。 这 就 说 明 原 边 层 流 界 下 移 ， 原 边 层 上 边 一 部 分 层 流 层 被 
破坏 ， 这 就 是 潜流 出 现 的 特征 。 


涡 旋 微 团 运 动 速度 ， 在 z 方向 为 .， 在 ?方向 为 wx， 其 表达 式 为 


Clu- uw) wg 

= |—— —s x. 

“a= 027 | (2-2-13) 
а, 


u= [42-222 (2-2-14) 
Ж: upy o, 引起 的 涡 旋 微 团 穿 过 z 平面 的 速度 ; 
ww 一 一 w, 引起 的 涡 旋 微 团 在 z 方向 的 速度 ; 
dv 一 一 ov 引起 的 涡 旋 直径 。 
渠 底 边 层 流 界面 ， 在 某 一 个 流 态 下， 产生 涡 旋 模 向 运动 ， 如 图 2-7 所 示 。 


断面 速度 分 布 


5 
D: 


B A 


图 2-7 汇 底 边 层 流产 生 消 流 示意 图 


渠 侧 壁 边 层 流 界面 产生 横向 (y 方向 ) 运 动 涡 旋 ， 如 
图 2-8 所 示 。 


在 侧 壁 边 层 流 界 面 上 产生 横向 运动 涡 旋 ， 其 速度 表 
达 式 为 


Wo = 0-33 (2-2-15) А ñ 

d 

Е 图 2.8 便 壁 边 层 流 界面 产生 核 向 运动 
a< = | Er (2-2-16) 涡 施 示意 图 


RP: upo, 引起 的 涡 施 微 团 穿 过 y 平面 的 速度 ; 
ао, 引起 的 涡 施 微 团 在 z 方向 的 速度 ; 
duo, 引起 的 涡 旋 微 团 直径 。 


16. TECH) 3 


2.2.4 平板 边界 层 


层 流 平板 边界 层 转变 为 潮流 的 特点 是 二 维 二 元 流动 ， 其 在 z 方向 的 速度 分 布 如 图 2-9 
所 示 ， 其 在 у 方向 的 速度 分 布 如 图 2-10 所 示 。 


[2] 
210 ЖИНАТА у=-1-5(х)81 "(z，y) 分 布 示意 图 
层 流 平板 边界 层 内 涡 旋 强度 表达 式 为 
ә,= (22-2) (2-2-17) 
并 方向 速度 梯度 ， 引 起 涡 旋 a 受到 升力 的 分 力作 用 ， 为 !/,， 形 成 的 分 速度 为 


= ezee, (2-2-18) 
а, 


>» 方向 速度 梯度 ， 引 起 涡 旋 a 受到 升力 的 分 力作 用 ， 为 !,， 形 成 的 分 速度 为 


u= сыре, (2-2-19) 
а, 


+120 
RP: "= 
= лаи 
° = 72у 
а,= |19 (2-2-20) 


如 图 2-11 所 示 ， 涡 旋 a 是 二 维 二 元 变化 ， 它 在 z НЖЖ и (z, у) 5 o" (z, 
>) 之 和 ， 在 y 方向 的 速度 为 v, 与 ,之 和 。 由 于 y 方向 速度 的 作用 ， 一 旦 层 流转 变 为 清流 ， 
其 边界 层 厚度 要 比 层 流 边 界 厚度 大 得 多 。 

像 前 边 所 谈 问 题 分 析 一 样 ， 层 流 平板 边界 层 内 ， 首 先 发 生 湛 流 的 地 方 也 是 在 边 层 流 界面 
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图 2-11 边 层 流 界面 微 团 a 运动 分 析 示 意图 


上 。 在 某 一 个 来 流速 度 u 下 ， 具 有 顺 时 针 旋 转 的 微 团 <， 经 过 壁面 粗糙 最 高 的 点 时 ， 由 于 
该 处 形成 的 速度 梯度 大 ， 产 生 的 升力 也 大 ， 加 之 粗糙 形成 的 离心 力 ， 克 服 徽 团 a 的 惯性 阻 
力 ， 产 生 垂直 于 z 方向 的 分 速度 x。， 使 它 脱 离 所 在 流 层 ， 加 上 其 原 有 у 方向 的 速度 w,， 它 
立刻 冲破 边 层 流 外 的 一 些 平移 流 层 ; 而 其 留 下 的 空 穴 ， 由 冲破 平移 流 层 左边 平移 微 团 充填 。 
这 样 ， 原 有 的 边 层 流 界面 被 破坏 ， 将 其 上 平移 流 层 也 相应 地 冲 断 一 些 ， 成 为 一 个 灌流 地 带 。 


2.2.5 小 结 


Ф 实际 流体 运动 区 内 ， 存 在 着 边 层 流 区 ， 首 先 这 个 界面 上 就 存在 发 生 消 流 的 地 点 。 

@ 层 流转 变 为 油 流 ， 开 始 是 局 部 的 ， 也 就 是 说 ， 层 流 中 有 汕 流 出 现在 近 壁 的 边 层 流 之 
外 ， 当 流 场 中 平均 速度 加 大 时 ， 达 到 一 定 程度 ， 汕 流 才能 扩散 到 整个 层 流 流 场 ， 使 其 成 为 汕 
流 。 

O 谢 流 流 场 在 紧 贴 壁面 总 有 边 层 流 存 在 ， 不 过 很 注 而 已 ， 它 是 保证 灌流 状态 的 条 件 。 

@ 当 外 界 与 边界 条 件 在 某 一 情况 之 后 ， 层 流 与 潜流 是 相伴 而 在 的 。 

O 判别 层 流 中 某 地 方 是 否 为 测 流 ， 看 该 地 方 有 没有 垂直 于 主流 方向 且 具 有 横向 运动 分 
速度 的 涡 旋 存在 。 

© 清流 的 范围 应 该 用 横向 运动 涡 旋 所 能 达到 的 地 方 为 界限 。 


2.3 ЖКА 


第 2.2 节 讨 论 层 流 中 出 现 清流 地 带 ， 本 节 研 究 湛 流 状态 如 何 保持 ; 某 一 点 出 现 涡 旋 模 向 
运动 的 频率 f 如 何 计算 ; 当 流 动 条 件 改 变 时 ， 湛 流 如 何 发 展 ; 涡 旋 场 脉动 速度 是 怎么 产生 
的 ， 其 实质 是 什么 ; 脉动 压力 是 否 满 流 均 存 在 ， 什 么 样 的 满 流 场 出 现 脉动 压 ; WWE WA 
的 状态 如 何 。 所 有 这 些 问题 ， 分 别 对 有 压 充分 发 展 管道 、 有 压 管 道 进口 段 、 明 渠 、 平 板 边界 
层 四 种 情况 加 以 讨论 。 


2.3.1 有 压 充 分 发 展 管道 


在 某 一 个 雷诺 数 下 ， 壁 面 最 高 粗粮， 恰好 在 边 层 流 界面 以 下 附近 ， 开 始 产 生 涡 旋 上 升 ， 
当 流 态 固定 时 ， 它 何 时 产生 第 二 次 上 升 的 涡 旋 呢 ? 也 就 是 说 ， 这 个 粗糙 A， 如 图 2-12 所 
示 ， 它 的 产生 上 升 涡 旋 频 率 是 什么 呢 ? 


` 18 ° T8 (W) 3 


图 2-12 潜流 发 展示 意 与 频率 规定 方法 


分 析 认为 ， 涡 旋 产 生 点 是 在 点 速度 梯度 下 形成 的 。 或 者 说 ， 通 过 该 点 的 速度 分 布 是 连续 
的 ， 而 且 这 个 连续 应 有 一 定 的 范围 。 图 2-12 中 ， 最 高 粗糙 A, 处 ， 其 顶部 边 层 流 界面 CA 以 
下 原来 就 是 连续 的 速度 分 布 ; 所 不 同 的 是 ， 边 层 流 界 面 CA 以 上 ， 因 为 涡 旋 微 团 a 脱离 层 流 
层 ， 斜 种 而 上 ， 造 成 其 上 的 平移 流 层 连续 性 破坏 ， 速 度 分 布 失去 连续 性 ， 不 能 形成 速度 梯 
度 ， 也 就 不 能 在 原 处 产生 涡 旋 微 团 a。 当 涡 旋 微 团 a 向 上 走出 3d, 的 距离 后 ， 则 能 使 速度 分 


布 曲线 充 恢 复原 状 。 这 样 ， 在 原 处 可 以 重新 产生 温 旋 微 团 <。 其 发 生 的 频率 为 
=з (2-3-1) 


RP: v。 一 一 涡 旋 微 团 垂直 于 主流 方向 的 分 布 速度 ; 
d, 一 一 涡 旋 微 团 的 直径 。 

当 管 道 流速 加 大 后 ， 断 面 速度 分 布 改变 ， 平 均 速度 也 加 大 。 此 刻 原来 边 层 流 界面 已 消 
Ж; 新 的 边 层 流 界面 通过 Ca， 即 通过 粗糙 次 高 As 的 顶部 。 这 时 ， 流 经 其 顶部 具有 顺 时 针 
的 旋转 微 团 5"， 受 到 升力 作用 ， 使 它 达到 克服 其 惯性 阻力 作用 ， 开 始 产生 横向 运动 ， 斜 冲 到 
层 外 流 区 ， 如 图 2-12 所 示 。 粗 糙 As 的 数量 比 AA 多 ， 产 生 的 涡 旋 微 团 数量 也 多 ， 说 明 管道 
水 流程 度 加 强 ， 涡 旋 直 径 变 小 。 那 么 ， 粗 糙 AA 还 会 产生 横向 运动 的 涡 旋 吗 ? 分 析 可 知 ， 它 
已 进入 边 层 流 以 外 的 层 外 区 ， 该 区 由 于 存在 相应 数量 来 自 边 层 流 界面 处 产生 的 具有 横向 运动 
分 速度 的 涡 旋 ， 破 坏 了 断面 速度 分 布 的 连续 性 ， 根 本 无 法 形成 连续 的 速度 分 布 梯度 ， 所 以 就 
不 会 再 产生 涡 旋 ， 另 一 方面 ， 它 已 失去 边 层 流 界面 以 下 形成 o, 的 条 件 。 同 理 推 下 去 ， 管 道 
愈加 大 速度 ， 近 壁 区 速度 梯度 也 加 大 ; 边 层 流 厚 度 变 得 也 愈 薄 ; 接近 边 层 界面 的 粗糙 依 多 ， 
产生 横向 运动 的 涡 旋 数量 也 愈 大 ， 其 直径 也 愈 小 ， 结 果 管 道 油 流 强度 也 愈 大 。 

汕 流 实质 上 不 存在 脉动 速度 。 在 汕 流 管道 中 ， 在 某 一 点 连续 测 沿 轴 向 速度 ， 其 结果 如 图 
2-13 所 示 。 

图 2-13 说 明 ， 任 一 点 速度 时 均值 是 常数 ， 它 满足 外 界 条 件 不 变 情况 下 出 现 定常 流 的 结 
论 。 但 时 间 较 短 ， 茶 点 速度 是 随时 间 变 化 的 。 为 什么 会 出 现 这 种 情况 呢 ? 原 因 是 在 湛 流 管道 
中 ， 在 某 一 个 流 态 下 ， 有 相应 数量 来 自 边 层 流 界面 的 涡 旋 ， 它 们 是 分 散 相 ， 既 有 平移 速度 又 
有 旋转 速度 ， 其 平移 速度 有 垂直 于 主流 与 平行 于 主流 两 个 方向 。 测 速 仪 只 能 测 流体 微 团 的 平 
移 速度 ， 当 流 到 测 点 是 平移 运动 的 微 团 时 ， 其 值 则 高 ; 当 流 到 测 点 是 涡 旋 微 团 时 ， 其 值 则 
低 ， 而 且 不 同 微 团 涡 旋 平 移 速度 也 不 同 ， 结 果 如 图 2-13 所 示 。 各 涡 旋 大 小 不 同 ， 其 平移 速 
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图 2-13 濡 流 管道 轴 向 速度 变化 


度 也 不 同 ， 而 且 均 低 于 相应 的 连续 相 平移 速度 。 

在 滑 流 管道 中 ， 测 y，z 方向 的 速度 ， 也 会 出 现 脉动 现象 。 由 于 连续 相 在 这 两 个 方向 没 
有 速度 ， 当 没有 涡 旋 微 团 经 过 测 点 时 ， 速 度 为 0; 只 有 当 涡 旋 徽 团 经 过 测 点 时 ， 才 出 现 速 
度 。 由 于 涡 旋 微 团 是 分 散 相 ， 而 且 平 移 速 度 各 涡 旋 不 同 ， 测 出 的 速度 有 时 为 0， 有 时 有 值 
各 值 不 同 ， 出 现 了 脉动 现象 。 

清流 管道 中 ， 流 线 不 是 光滑 曲线 ， 而 是 多 变 的 折线 ， 如 图 2-14 所 示 。 当 (=, 时 ， 通 
过 A 点 ， 涡 旋 微 团 的 平移 速度 比较 小 ， 方 向 为 斜 上 ; 在 它 矢 径 上 点 1 处 ， 正 好 是 只 有 平移 
运动 的 微 团 ， 其 速度 是 水 平 的 ， 其 值 较 大 ; 在 其 矢 径 上 点 2 处 ， 又 是 斜 向 上 方 的 涡 旋 微 团 ， 
其 速度 值 较 小 ; 在 其 矢 径 上 点 3 处 ， 是 由 对 面壁 面 边 层 流 界面 送 来 的 斜 向 下 涡 旋 微 团 ， 其 速 
度 值 较 小 ;在 其 矢 径 上 点 4 处 ， 是 水 平 运动 的 无 旋 徽 团 ， 其 速度 值 较 大 。 当 := BF, ЖВ 
点 ， 同 样 也 可 以 示意 地 绘 出 通过 它 的 瞬时 流 线 。 


图 2-14 ЖЖЖЖ ЖЕН 


由 流体 力学 可 知 ， 流 线 是 光滑 曲线 。 光 滑 曲 线 出 现 的 条 件 是 流体 微 团 都 是 连续 的 ， 这 对 
层 流 运动 是 存在 的 ， 所 以 在 层 流 运动 中 ， 可 以 绘 出 光滑 的 流 线 来 ; 而 对 湛 流 运动 而 言 ， 其 流 
场 中 存在 着 相应 数目 的 大 小 不 同 的 涡 旋 微 团 运动 ， 它 们 是 分 散 相 ， 而 只 有 平移 运动 的 微 团 是 
连续 相 ， 但 由 于 它 被 分 散 相 散 布 其 中 ， 无 法 绘 出 连续 的 光滑 曲线 的 流 线 ， 而 只 能 绘 出 连续 不 
光滑 的 折线 。 ; 

湛 流 脉动 压力 是 否 存 在 ? 在 什么 条 件 下 存在 ? 在 什么 条 件 下 不 存在 ? 具体 问题 应 当 具体 
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ЯТ, ДЕГЕИ РЕВ Е, ЕНК; 而 在 其 进口 段 管 壁 上 ， 就 没有 
脉动 压力 。 认 为 汗 流 场 均 存在 脉动 压力 p, ЖЕЕ p" 是 不 符合 实际 的 ， 任 何 测 流 场 均 有 
速度 脉动 现象 。 

有 压 漠 流 充分 发 展 管 段 壁 面 脉动 压力 p 是 怎么 产生 的 呢 ? 因 为 是 贺 形 壁面 ， 所 以 贴近 
壁面 均 为 边 层 淇 流 。 在 某 一 断面 平均 速度 v 下 ， 壁 面 上 最 高 粗糙 Al 临近 边 层 流 界 面 ， 开 
始 产生 横向 运动 涡 旋 微 团 。 由 于 在 一 般 情 况 下 这 批 粗糙 数量 是 较 少 的， 断面 速度 分 布 产生 的 
速度 梯度 也 小 ， 因 此 产生 的 涡 旋 微 团 直径 大 ， 沿 径 向 走 的 距离 也 短 ， 根 本 达 不 到 管 轴线 位 
置 ， 涡 旋 消 失 ， 壁 面 上 压力 平稳 。 

当 平 均 速度 vo 继续 加 大 时 ， 欠 高 粗糙 A, 开始 临近 下 移 后 的 边 层 流 界面 ， 开 始 产生 横 
向 运动 涡 旋 。 由 于 A, 粗糙 数量 多 于 A,， 产 生 的 涡 旋 数目 也 多 ; 加 之 在 边 层 流 界面 处 ， 速 度 
梯度 加 大 ， 产 生 的 涡 旋 直径 也 变 小 ; 其 沿 径 向 运动 距离 也 加 大 ， 可 以 冲 过 轴线 ， 有 的 到 达 对 
面壁 面 ， 并 对 壁面 形成 微弱 的 冲击 ， 壁 面 上 压力 开始 产生 波动 。 

当 平均 速度 v 连续 加 大 时 ， 壁 面 更 小 的 粗糙 As 临近 两 次 下 移 后 的 边 层 流 界 面 ， 开 始 
产生 横向 运动 涡 旋 。 由 于 A, 数量 多 于 A,， 产 生 的 涡 旋 数量 也 多 于 前 者 ; 此 外 ， 速 度 梯度 也 
加 大 ， 产 生 的 涡 旋 直径 变 小 ， 其 径 向 速度 转化 为 壁面 上 瞬时 压力 ， 而 消失 其 旋转 动能 ， 剩 下 
其 平移 速度 。 结 论 是 : 管 壁 上 所 谓 的 脉动 压力 ， 就 是 横向 运动 的 涡 旋 对 壁面 的 冲击 力 。 


2.3.2 有 压 管道 进口 段 


此 处 仅 对 有 压 管道 进口 段 的 特殊 情况 加 以 说 明 。 进 口 段 有 理想 的 流体 区 ， 满 流 运动 不 会 
扩展 到 理想 流体 的 运动 区 ; 边 层 流 界面 输送 的 横向 运动 涡 旋 ， 其 径 向 运动 只 能 在 实际 流体 区 
进行 ， 不 能 进入 中 间 理 想 流体 区 ， 当 然 也 就 无 法 冲 到 对 面壁 上 ， 因 此 管 壁 上 不 会 呈现 脉动 压 
力 现象 。 由 于 边 层 流 界面 输送 的 涡 旋 只 能 在 实际 流体 区 运动 ， 而 实际 流体 区 中 间 又 是 俊 形 理 
想 流体 区 ， 所 以 涡 旋 微 团 消失 只 能 在 理想 流体 与 实际 流体 分 界面 上 或 实际 流体 区 内 ， 沿 管 圆 
周 内 壁 的 边 层 流 界面 产生 的 涡 旋 运动 不 能 穿 过 管 轴线 而 达到 对 面 实际 流体 区 ， 所 以 其 流 线 形 
状 如 图 2-15 所 示 。 


图 2-15 流 线 形状 示意 图 


2.3.3 明 渠 


хатро, ОНИН; 只 谈 和 矩形 明渠 ， 分 为 水 面 宽 水 也 深 
(如 图 2-16 所 示 ) 与 水 面 窗 水 也 浅 两 种 情况 来 讨论 。 
水 面 宽 水 也 深情 况 如 图 2-16 所 示 。 其 情况 是 ， 涡 旋 分 别 产 生 在 渠 底 与 侧 壁 边 层 流 界面 
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上 ; 脉动 速度 现象 分 别 发 生 在 渠 底 与 侧 壁 两 个 实际 流体 运动 区 ， 前 者 为 z 方向 ， 后 者 为 y 
方向 ; 渠 底 边 层 流 界 面 产 生 的 涡 旋 斜 向 上 运动 ， 当 升力 与 重力 加 速度 引起 的 重力 近似 相等 时 
消失 ， 侧 壁 产生 涡 旋 斜 向 下 游 运动 ， 当 达到 理想 流 边 线 消失 ， 即 在 没有 速度 梯度 的 地 方 消 
Жз 流 线 形状 、 满 流 渠 底 如 图 2-16(e) 所 未， 渠 侧 壁 如 图 2-16(d) 所 示 。 

水 面 窗 水 也 浅 的 矩形 明渠 如 图 2-17 所 示 ， 没 有 压力 脉动 现象 ; 在 渠 底 及 侧 壁 边 层 流 界 
面 上 分 别 产生 涡 旋 运动 ， 引 起 速度 在 z, у, z 三 个 方向 有 脉动 。 涡 旋 受 重力 的 影响 ， 当 它 
受 力 与 升力 平衡 时 ， 则 消失 ; 不 受 重力 影响 ， 运 动 到 中 间 速 度 梯度 为 零 处 ， 则 消失 ; 流 线 形 
状 是 多 变 的 。 

图 2-17(a) 是 示意 立体 分 布 ， 图 2-17(b) 是 断面 上 速度 分 布 。 


2.3.4 汕 流 平板 边界 层 情况 
流体 运动 属于 二 维 二 元 问题 ， 其 速度 分 布 wx(z，?)，uw(z，?) 如 图 2-18 所 示 。 其 形成 
的 涡 旋 强度 为 
== 1-5) (2-3-2) 
式 (2-3-2) 可 分 为 


“22 ， 工程 素 ( 淇 ) 流 力学 


o, =o +o; (2-3-3) z 
1 一 十 名 (2-3-4) 
° -4% (2-3-5) 
> 
在 边 层 流 区 ， 流 体 微 团 受 壁 面 摩擦 力作 用 ， 将 该 断面 平均 
速度 一 部 分 转 为 旋转 运动 ， 而 且 是 顺 时 针 方 向 ， 以 o, 表 о 
示 。 当 涡 旋 徽 团 o, 经 过 边 层 流 界面 时 ， 正 好 在 粗糙 最 高 处 


的 顶部 ， 这 时 该 处 ol 也 最 大 。 在 ol 与 o; 同时 作用 下 ， 
微 团 产生 y 方向 的 升力 ; 同时 在 o! 作用 下 ， 产 生 z 方向 
的 升力 ， 克 服 阻力 后 ， 产 生 斜 向 上 的 运动 ， 其 值 为 

u,= u]? +o? (2-3-6) 
速度 脉动 现象 ， 当 测 z 方向 w(z，?) 的 速度 时 ， 正 好 测 点 
是 涡 旋 微 团 ， 它 在 z 方向 的 速度 为 


u,=u; tu, (2-3-7) 


(b) 
w<uw， 因 此 出 现 速度 在 z 方向 脉动 ; 当 测 у 方向 速度 图 ?17 洋流 矩形 明渠 水 面 突 水 深 


u(z，y) 时 ， 正 好 测 点 是 油 旋 微 团 ， 其 在 y 方向 的 速度 为 азан 


=ð 
vlz, y) IAR 


Ш 218 濡 流 平板 边界 层 示意 图 
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Ts +, (2-3-8) 
RP: и, RRE z 方向 的 平移 速度 ; 

v REE y 方向 的 平移 速度 ; 

и, 一 一 涡 旋 在 垂直 于 z 方向 的 分 速度 ; 

э; 一 一 涡 旋 在 垂直 于 у 方向 的 分 速度 。 

涡 旋 运 动 到 平板 中 间 向 下 游 方向 后 ， 重 力 与 升力 近似 相等 ， 同 时 又 因为 中 间 以 后 的 

v(z，?) 分 布 形成 与 前 部 速度 梯度 相反 ， 成 抵消 作用 ， 这 样 ， 涡 旋 失 去 ш; Чо] 而 消失 ， 
成 为 平移 运动 微 团 。 流 线 特点 如 图 2-18(c) 所 示 。 在 这 里 不 存在 压力 脉动 现象 。 


2.4 流 态 判 别 方法 


2.4.1 雷诺 数 判别 流 态 的 商 析 


以 有 压 管道 流动 为 例 ， 当 研究 进口 段 流 态 时 ， 其 直径 如 何 解决 ? 其 中 间 部 分 为 理想 流体 
时 ， 不 在 流 态 判别 范围 ， 如 果 管 很 大 ， 按 计算 为 濡 流 ， 实 际 为 层 流 ; 当 非 贺 形 管道 ， 以 水 力 
半径 代替 直径 ， 将 流 场 形态 特点 变 成 圆 形 ， 失 去 其 对 流动 的 影响 。 当 然 ， 在 没有 弄 清 满 流 形 
成 的 机 理 之 前 ， 利 用 它 结合 实际 能 解决 实际 问题 ， 起 到 应 有 的 作用 。 


2.4.2 ”判别 流 态 新 方法 


当 弄 清 湛 流 形成 的 机 理 后 ， 结 合 具体 问题 的 边界 条 件 、 壁 面 特点 以 及 形成 流 场 的 状态 ， 
找 出 速度 分 布 规律 ， 确 定 出 边 层 流 的 厚度 ， 计 算出 横向 运动 涡 旋 到 达 的 最 远 距离 ， 以 便 确 定 
添 流 范围 ， 计 算出 涡 旋 数 量 (p)， 确 定 湛 流 强度 。 这 里 仅 谈 原 则 ， 至 于 具体 方法 ， 必 须 结合 
具体 流动 问题 才能 说 清楚 。 详 见 以 后 各 章 有 关内 容 。 


2.5 能量 方 程 形式 
研究 淇 流 形成 机 理 ， 须 应 用 物理 学 中 的 运动 能 量 守 恒定 律 ， 它 在 物理 学 中 的 一 般 形式 为 
Е= 102+ 112+ mgh, (2-5-1) 
式 中 ; E 一 一 刚体 的 总 动能 ; 
m 一 一 刚体 的 质量 ， 
1 一 一 刚体 的 转动 惯量 ; 
w 一 一 刚体 的 旋转 速度 ; 
8 一 一 重力 加 速度 ; 


Ae 一 一 刚体 的 中 心 位 置 。 
将 式 (2-5-1) 变 成 适合 球体 的 形式 ， 将 工 用 球体 转动 惯量 代 换 ， 有 


4. 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


Eg = 二 mo + туда + тай, (2-5-2) 


将 式 (2-5-2) 改 为 适合 流体 球形 微 团 的 形式 ， 其 质量 为 m， 则 可 写成 
уз ста? + gh. . (2-5-3) 


式 (2-5-3) 适 合 于 明渠 ， 若 它 适合 有 压 管道 流动 ， 则 可 写成 


e рири (2-5-4) 


一 个 流体 微 团 ， 在 运动 过 程 中 要 克服 阻力 ， 消 耗 能 量 ， 进 行 能 量 形 式 转化 过 程 中 ， 也 要 消耗 


能 量 ， 这 一 切 都 由 微 团 本 身 的 压 能 下 降 来 完成 。 这 样 ， 作 为 一 个 流体 微 团 ， 在 运动 过 程 中 只 
考虑 动能 守恒 就 可 以 了 ， 即 š 


сула (2-5-5) 
式 (2-5-5) 说 明 ， 当 一 个 微 团 开始 为 只 有 平移 速度 而 无 旋转 时 ， 则 其 动能 为 
Е„= 45 (2-5-6) 
当 它 在 外 力作 用 下 形成 涡 旋 后 ， 则 其 总 动能 不 变 ， 即 
二 w= 二 w+ 二 rw (2-5-7) 


2.6” 涡 旋 直 径 与 转速 的 关系 


设 涡 旋 微 团 为 球体 ， 如 图 2-19 所 示 。 在 球面 上 取 一 段 ds 微 弧 ， 其 微 环 简 面 积 为 
dA =2xr*rcos0d0 (2-6-1) 


图 2-19 涡 旋 球体 示意 图 


LELEELL2 CL SKIE -25 。 


根据 牛顿 内 摩擦 定律 ， 有 


а= (2-6-2) 
在 球面 上 一 点 应 表示 为 
Q=pcosbu (2-6-3) 
则 微 环 简 面 上 摩擦 力 为 
dT=dAN = 2x=r?cos? gua d0 (2-6-4) 
微 环 简 面 上 摩擦 力 对 z 轴 的 力矩 为 
dM = 2кроғ? cos) 0d0 (2-6-5) 
整个 球面 上 摩擦 力 对 z 轴 的 力矩 为 
M=4rpor" |? сок?640 (2-6-6) 
积分 得 


=$ nur (2-6-7) 


由 于 问题 具有 特殊 性 ， 先 有 涡 旋 球体 转动 ， 其 旋转 动能 为 
E = tlw? (2-6-8) 


式 中 ， 15 一 涡 旋 球 体 的 转动 惯量 ; 
一 涡 施 球体 的 转动 速度 。 
当 涡 施 球 体 转动 时 ， 必 然 引 起 周围 流体 对 它 形成 摩擦 阻力 。 此 阻力 又 对 涡 旋 球体 转轴 形 
成 阻力 矩 M。 当 M УЕ, 相等 时 ， 达 到 平衡 ， 其 转速 为 等 速 ， 即 
M=E, (2-6-9) 
从 而 得 涡 施 转速 与 其 半径 的 关系 为 


r= J> (2-6-10) 


式 (2-6-10) 说 明 ， 转 速 越 大 ， 涡 旋 半径 越 小 ， 运 动 黏 性 系数 越 大 ， 涡 旋 半 径 也 越 大 。 
27 本章 小 结 


在 第 1 章 的 基础 之 上 ， 本 章 研究 各 种 边界 条 件 下 的 油 流 形成 的 机 理 与 灌流 状态 变化 ， 同 
时 探讨 了 流 态 判别 方法 的 原则 ; 结合 流体 微 团 的 特点 ， 引 入 了 适合 其 运动 的 能 量 方 程 形式 ; 
推导 出 了 涡 旋 直 径 与 其 转速 之 间 的 关系 式 。 所 有 这 些 问 题 ， 不 但 有 其 本 身 应 用 的 意义 ， 而 且 
是 分 析 、 研 究 、 讨 论 以 后 各 章 的 理论 基础 。 


iai 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


第 3 章 汕 流 运动 基本 方程 组 


所 谓 洪流 运动 基本 方程 组 ， 是 指 油 流 运动 没有 引入 坐标 系 。 又 由 前 两 章 的 分 析 可 知 ， 满 
流 运动 的 特点 是 存在 着 涡 旋 ， 它 是 引起 油 流 附加 前 应 力 的 根源 。 涡 旋 在 清流 中 是 分 散 相 ， 而 
只 有 平移 运动 的 流体 微 困 才 是 连续 相 ， 它 在 添 流 运动 中 起 主导 作用 。 湛 流 运动 实质 是 同 介质 
的 多 相 流 。 因 此 ， 依 据 多 相 流 观点 与 力学 定律 ， 将 拉 格 朗 日 与 欧 拉 方法 相 结合 ， 可 建立 不 可 
压缩 与 可 压缩 流体 输 运 公式 ， 然 后 ， 建 立 油 流 运动 基本 方程 。 


3.1 淇 流 系统 积分 方程 组 


在 江 流 流 场 中 划 出 一 有 限 大 小 的 分 离 体 ， 如 图 3-1 所 示 ， 作 为 研究 系统 ， 它 在 运动 过 程 
中 与 外 界 没有 质量 交换 。 对 它 应 用 四 大 守恒 定律 ， 可 建立 洪流 系统 积分 方程 组 。 


图 3-1 系统 运动 示意 图 


3.1.1 系统 质量 积分 方程 


如 图 3-1 所 示 ， 系 统 中 质量 为 M。 在 运动 过 程 中 ， 系 统 服 从 质量 守恒 定律 ， 对 其 运用 
拉 格 朗 日 方法 ， 得 其 数学 表达 式 为 


Ту = D [| sao, = ° (3-1-1) 
, 


式 中 : po 一 一 流体 密度 ; 
t 一 一 时 间 。 


3.1.2 系统 动量 积分 方程 


如 图 3-1 所 示 ， 在 运动 过 程 中 ， 系 统 动量 发 生变 化 ， 但 其 变化 服从 动量 守恒 定律 ， 即 系 
统 动量 对 时 间 的 变化 率 等 于 外 界 作用 在 其 上 的 合力 ， 其 数学 表达 式 为 
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D 
D.D [e+ pir)d0o = До, + ф тал (3-1-2) 


RP: & 一 一 系统 中 的 动量 ; 
9 一 一 涡 旋 在 系统 中 占 的 体积 分 数 ; 
了 一 一 单位 质量 所 受 的 力 ; 
ps 一 一 作用 在 系统 表面 上 的 应 力 矢量 。 


其 中 
9p1=1-9 (3-1-3) 


3.1.3 ”系统 动量 矩 积 分 方程 


设 系统 对 某 点 的 动量 矩 为 Mo， 它 对 时 间 的 变化 率 等 于 外 界 作用 在 系统 上 的 所 有 外 力 对 
该 点 力矩 之 和 ， 其 数学 表达 式 为 


DM 
т = Е [r x (фу, + ply)]d0u。 = Le x pf)an, + фе x ps)dAo 
(3-1-4) 
3.1.4 系统 能 量 积分 方程 


外 界 传人 系统 中 的 热量 与 外 界 力 对 系统 作用 之 和 ， 等 于 系统 总 能 量 E 对 时 间 的 变化 率 ， 
其 数学 表达 式 为 


DE _ D РА 2 
ВЕ неее an, 
= ф ‚дА + [ ео, + [ғ (фу, + фуу), 
I Я 
2 
+ ф (paw + par)dAo (3-1-5) 


式 中 :9 一 一 涡 旋 在 单位 流体 体积 中 占 的 体积 分 数 ; 
3 一 一 涡 旋 在 单位 面积 流体 上 占 的 面积 分 数 ; 


0 一 一 系统 体积 ; 
A 一 一 系统 表面 面积 ; 
,一 一 涡 旋 微 团 速度 矢量 ; 
?一 一 无 旋 流 体 微 团 速度 矢量 ; 
v, 一 一 涡 旋 微 团 标量 速度 ; 
v 一 一 无 旋 微 团 标量 速度 ; 
e 一 一 流体 内 能 ; 
gr 一 一 热 辐射 率 ; 


9 一 一 外 界 通过 系统 表面 以 导热 方式 的 传 热 率 。 
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其 中 
@z=1- ë (3-1-6) 


3.2 不 可 压缩 渗流 输 运 公式 


在 流体 力学 中 ， 用 拉 格 朗 日 方法 得 到 的 积分 公式 ， 是 对 运动 着 的 系统 而 言 的 。 要 弄 清 楚 
一 个 流 场 中 流体 运动 参数 变化 的 情况 ， 必 须 跟踪 所 有 的 流体 系统 ， 这 样 工作 量 很 大 ， 以 至 无 
法 完成 。 鉴 于 这 种 情况 ， 流 体力 学 研究 史上 ， 又 出 现 了 另 一 种 研究 流体 运动 的 方法 ， 称 之 为 
欧 拉 方法 。 欧 拉 方 法 是 指 ， 在 流 场 中 ， 划 出 分 离 体 为 固定 不 动 空间 ( 称 之 为 控制 体 )， 研 究 通 
过 固定 空间 的 流体 运动 参数 变化 的 情况 。 至 于 通过 该 点 的 流体 微 团 是 哪 一 个 ， 却 不 用 管 它 。 
因为 流 场 是 固定 的 ， 其 中 空间 点 也 是 固定 可 数 的 ， 所 以 研究 起 来 也 就 很 方便 。 

欧 拉 方 法 虽然 方便 ， 但 它 划 出 的 分 离 体 是 控制 体 ， 是 不 动 的 。 不 动 的 物理 体 是 无 法 对 它 
应 用 四 大 守恒 定律 的 ， 也 就 得 不 到 其 对 时 间 的 变化 率 。 而 实际 上 ， 流 场 的 流体 总 是 运动 的 
于 是 将 控制 体内 的 流体 取 为 系统 ， 它 的 外 表面 与 控制 体 表 面 吻合 ， 其 体积 相同 。 因 为 系统 是 
动 的 ， 对 它 可 以 应 用 四 大 守恒 定律 。 经 过 一 个 A: 时 间 ， 系 统 运动 到 新 的 位 置 。 当 At 一 0 
时 ， 得 到 系统 物理 量 对 时 间 的 变化 率 。 而 这 时 系统 与 控制 体重 合 ， 从 而 也 就 是 适合 控制 体 物 
理 量 对 时 间 的 变化 率 。 系 统 的 积分 方程 转 为 控制 体积 分 方程 。 联 系 这 个 转化 过 程 的 桥梁 ， 就 
是 不 可 压缩 流体 输 运 体 导 数 公式 ， 它 是 研究 不 可 压缩 流体 运动 基本 方程 组 的 出 发 点 。 

在 满 流 场 中 ， 画 出 系统 与 控制 体 关系 示意 图 ， 如 图 3-2 所 示 。At 时 间 内 ， 系 统 运动 到 
新 的 位 置 ， 当 At 一 0 时 ， 它 们 近似 重合 。 由 于 限定 研究 对 象 为 不 可 压缩 流体 ， 所 以 系统 在 
运动 过 程 中 只 有 形状 改变 ， 而 体积 不 变 。 

说 明 

控制 体 边界 : -* ЮНЫП. -0-0-0 
A :控制 体 表面 Ao: 系 统 表 面 
Ao: 系 统 运 动 At 后 ,在 新 位 置 的 表面 
了 0: 控制 体 体积 200: 系 统 体积 
Ap: 系统 运动 At 后 , 在 新 位 置 的 体积 
Ao:0o 与 Qu 的 交界 面 , Am= Ao- Au 
Am:0o 与 Da 的 交界 面 , An= Ao- AG 


图 3-2 不 可 压缩 流体 系统 与 控制 体 关 系 示意 图 


利用 图 3-2， 首 先 研究 系统 导数 。 设 系统 中 分 散 相 物理 量 为 @.， 连 续 相 物理 量 为 D, 
则 其 总 量 为 


jas [ ФФ (5,1) + g, @(r, 19140, (3-2-1) 
当 At 一 0 时 ， 系 统 物理 量 对 时 间 的 变化 率 为 
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lim Ае = Жа im | L [gp (r,t + Az) + plr, t + Az) — фФ(т.) + Фу, 11da) 


+m | L. [Фи + At) + pDl t + Ar)]dn, — [iec D+ (r, Dan, 


(3-2-2) 


Е 


式 (3-2-2) 中 ， 对 于 第 一 个 大 括 弧 的 积分 ， TERT ERIRE 可 写成 
Al, әФ, 
жава le 0% 58) о] 3-2-3) 
第 二 个 大 括 弧 内 ， 第 一 个 与 第 二 个 积分 ， 分 别 利用 计算 边界 面 流 出 的 流量 可 得 
R tea an + е0 + AD0]dnu [| [geCv n) + pog(y n)]AtdAo 
(3-2-4) 
LL [ypG,(r,t) + piB(r,t)]dNo ~- ], LACA п) + p,®(v ° n)]AtdAo 
o a 


(3-2-5) 
将 式 (3-2-3)、 式 (3-2-4)、 式 (3-2-5) 代 入 式 (3-2-2)， 并 令 At 一 0， 则 Do 一 2，A4Ao 一 A， 
可 得 


DI, D 
D: "Dr: [L ee. + 9, @)dan, 


= Ls +p)an+ QÑ iio, n+ Ф055 nda (3.2.6) 
式 (3-2-6) 就 是 不 可 压缩 多 相 流 输 运 公式 ， 也 称 之 为 第 一 输 运 公式 。 它 表明 ， 控 制 体内 物理 
量 的 导数 ， 等 于 单位 时 间 内 控制 体内 物理 量 的 增 量 与 通过 控制 体 表面 流出 的 物理 量 之 和 。 


3.3 不 可 压缩 洲 流 积分 方程 组 


3.3.1 质量 守恒 积分 方程 
将 @,= pp Ф=р, „= M 代入 式 (3-2-6)， 然 后 代入 式 (3-1-1)， 则 有 
到 =- f безо = ф letom + раро ndA (3-3-0 


式 (3-3-1) 表 明 ， 单 位 时 间 内 通过 控制 面 A 流出 的 消 流 质量 ， 等 于 同时 间 内 控制 体内 质量 的 
减少 量 。 


3.3.2 动量 守恒 积分 方程 
© Ф,= ру, D=o, 1„=Ё, RARG-2-6), RERARG-1-2), WA 
Wan + ф рал = ф Loser (Y n) + papat ° п)]4А 


.30 - те&(ж)йл# 


= [ieo + або) ва (3-3-2) 
җ(з-3-2)Жй, {ЕШЛЕЙ ЕНЕН АА, Е {ЖЕРШЕ WW А NL 09 
动量 ， 等 于 控制 体内 的 清流 动量 对 时 间 的 变化 率 。 


3.3.3 ”动量 矩 守恒 积分 方程 
令 @=p (гху), @,=rXp,, [,= Mo， 代 入 式 (3-2-6)， 然 后 代入 式 (3-1-4)， 则 有 
э [ [r х (gov, + фр») 190 
2 
= [[ (r x /)рай + $ (r x p,)dA — ф {r x [ф3 ри, (у, ` n) + pwy ° п) 1) аА 


(3-3-3) 
式 (3-3-3) 表 明 ， 作 用 在 控制 体内 油 流 上 的 所 有 外 力 ， 对 某 点 的 合力 矩 ， 与 单位 时 间 内 通过 
控制 面 流 入 的 测 流 对 同一 点 动量 矩 之 和 ， 等 于 控制 体内 汪 流 对 该 点 动量 矩 对 时 间 的 变化 率 。 


3.3.4 能量 守恒 积分 方程 


2 
令 o=p| + 到，@= po| e+ 本 |，mm= RARG-2-6), RERARG-1-5), 
则 有 


[ 2 [poe,+ m). piele + z) Jaa 
= Ü x. ada- [e |. + 2) 0,- я) + gap(e+ É) © н) Јад 
А JA 2 2 


+ [an + Ls < (рр, + pply)dD + 6 [р„. (ФЗ, + Фу) lda (3-3-4) 
R(3-3-4) RH, ВЕЧЕРА 46 6 F АЕ РУ И ЖЕП ЗЕ ЖЖ УЕЛ АЕ f] А Pa Na DAE ВТ ЖО), 
ЗИ АТАТ X 0384380632 m, АБР p АВЕ ЇН] #60 ЖЕ ЖК. 


3.4 不 可 压缩 注 流 微分 方程 组 


3.4.1 连续 性 微分 方程 
将 式 (3-3-1) 中 的 面积 分 变 成 体积 分 ， 则 有 
[ Е + фо ea + фару „аа = 0 (3-4-1) 
式 (3-4-1) 积 分 为 0， 只 能 被 积 函数 为 0， 则 有 


z 
др Зр утэ, ру ту=0 (3-4-1) 
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.81 ` 


V.y+9sv. (у, у) =0 
3.4.2 动量 微分 方程 
将 式 (3-3-2) 中 的 面积 分 变 成 体积 分 ， 则 有 


(3-4-2) 


2 
1 [r + V ° p = (@30V + v,v, + ppV ° w) — 20, + жү») Jan = 0 (3-4-3) 


式 (3-4-3) 积 分 为 0， 则 有 
ә 1 1 
э; (Pat Фа”) 机 
3.4.3 ”动量 矩 微分 方程 
式 (3-3-3) 中 
ф, (гере, n) + parto л)]}дА 


z 

$: vr X р? р )qA + ф" “vr x papr)dA 
2 

[ уу (ех gip)dn + [ V vr x papr)dn 


ф (r x p,)dA = Cr xn Paa = har x yaa 


= v: e x yan 


式 中 ，P 一 一 应 力 张 量 ; 
r 一 一 参 变 矢 量 。 
将 式 (3-4-5) 和 式 (3-4-6) 代 回 式 (3-3-3)， 则 有 


[ (21, х plg, + фуу)1 + У + y,(r X pi.) + V +° v(r X pø) 
-V:(rxP)-(rx f): pjan = 0 
式 (3-3-3) 积 分 为 0， 则 一 定 是 被 积 函数 为 0， 即 
£ [rxp (gr,t+ pv)] + Vv, (rx pio.) +V-v (rx p) 
= (rxf)'p+V' (rxP) 
3.4.4 能量 微分 方程 
将 式 (3-3-4) 中 的 面积 分 转变 为 体积 分 ， 则 有 


$n ada = Ñ v aaa = [v vraa 


(3-4-4) 


(3-4-5) 


(3-4-6) 


(3-4-7) 


(3-4-8) 


(3-4-9) 


Еу TECNOS 


ф otele 2) o, n)+ pele + z)e ` n)dA 


À (v, турдо, + 下 aa 十 $ (vy: nople + ja 


фо. ‚дее, + БР + $ (п. у) рар[е + jaa 


"I 


[ (у. vael e, + ?ao 十 [ (у. varle + 2) аа (3-4-10) 
$ Ср, (93 v, + p27)]dA = ф [п.Р. (oiv, + Фау) lda 


= [Реб + pavan (3-4-1) 
将 式 (3-4-9)、 式 (3-4-10)、 式 (3-4-11) 代 回 式 (3-3-4)， 则 有 


L (8[e(e+ 2.2) v. [ej |. 下。 pace +27) ,] 


-V.VT-paR-f'po(r,+y9gly)-VY: Р. (ev. + pav) jaa =0 
(3-4-12) 
Se 4-12) 中 ， 积 分 为 0， тои: ps=p= 常 数 ，es=e， 全 式 除 以 p， 则 有 


2 v 
| 


е V T+qat f: (ру, + фуу) +175 P- (рб, + руу) (3-4-13) 


3.5 可 压缩 满 流 随 体 导 数 公式 


当 系 统 中 为 可 压缩 油 流 时 ， 它 在 运动 过 程 中 不 仅 形状 改变 ， 而 且 其 体积 也 变化 ， 相 应 的 
密度 、 温 度 也 发 生变 化 。 这 样 ， 当 At 一 0 时 ， 系 统 导数 与 控制 体 导数 相等 ， 就 可 以 得 到 可 
压缩 流体 输 运 公式 。 

在 可 压缩 潮流 场 中 ， 当 上 = ti 时 ， 划 出 一 系统 ; 当 t= ta 时 ， 它 运动 到 新 的 位 置 ， 如 图 
3-3 所 示 ， 此 时 ， 形 状 与 体积 均 发 生 了 变化 。 为 研究 其 变化 率 ， 令 ta - = At 趋 于 0， 计 算 
其 随 体 导数 ， 以 数学 方式 表示 ， 则 为 


DI, D 
КП [e+ #1Ф)40, 


[Г сюда) + до! 
, 


Цоо. 00, po, 0900, до, Ве ар. PG00] es 


"£ 


D. ш 
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说 明 
控制 休 边 界 ， —— 系统 边界 ; -00o 
A :控制 体 表面 Ao: 系 统 表 面 
Ai 系统 运动 At 后 ,新 位 置 表面 面积 
了 :控制 体 体积 0o: 系 统 体积 
Ao 系统 运动 At 后 , 新 位 置 的 体积 
Aa: na Do 的 交界 面 , Au= Ao- Ao 
AmzDo 与 0o 的 交界 面 , An = Ao -Аш 


图 3-3 可 压缩 潜流 系统 运动 示意 图 
gD (40,) 


V'v,= 42,02 (3-5-2) 
v. = р 000 (3-5-3) 
将 式 (3-5-2) 和 式 (3-5-3) 代 入 式 (3-5-1)， 则 有 
Pe = LoT + @,V + р. 00 + ov сојад, 
= [+22 :о,у. v+ (p: 22 + Фу. v) Jaa (3-5-4) 


式 (3-5-4) 就 是 可 压缩 测 流 输 运 公式 。 也 称 之 为 第 二 输 运 公式 


3.6 可 压缩 湛 流 积分 方程 组 


3.6.1 质量 积分 方程 

© @,=>ə,. Ф=р, I.= M， 代 入 式 (3-5-4)， 然 后 代入 式 (3-1-1)， 则 有 

到 =- [6 22 а-ә 2+ усэ, +ру ja =o (3-6-1) 
3.6.2 动量 积分 方程 

令 In=k, Ф,=р,у, D=o, RARG-5-4), RERARG-1-2), H 


р 
р + [ [» Кв.) , + p91 pi +p..(V v.) +V ») Jaa 


= Дл». + (1- ф)р]42 + ф А (3-6-2) 
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3.6.3 ”动量 矩 积分 方程 
S „= Му, Ф,=гғхр,у,, Ф=ғх ру, КАЗК(З-5-4), ЖЕВАЛ (3-1-4), Д 
ом, - [| [p Eerd, er x „уу ` y. + p PEX „(хуу . v Jaa 


De Dt 
= [exit -por+ ф C x paaa (3-6-3) 
3.6.4 ”能量 积分 方程 


2 
*I.=E, opet), e= [+ + 2], RARG-5-4), RERARG-1-5), 
则 有 


[ (60160.31 +] enta Blejer) Jefe 2] -vjan 


2 
= n dA + Пена + І f ` (go,v, + фуру) + фр." (ру, + way)dA 


(3-6-4) 
3.7 TERHARU 
3.7.1 连续 性 微分 方程 
由 式 (3-6-1) 可 知 ， 积 分 式 为 0， Wl 则 
p + a-o) Рё fO Viv, t V у= 0 (3-7-1) 
в, [ 2 те+ (1-р) Brov ] (3-7-2) 
3.7.2 动量 微分 方程 
将 式 (3-6-2) 中 的 面积 分 变 成 体积 分 ， 则 有 
ф рал = $a .padA = [ V - p.dQ = [ V- pan (3-7-3) 


将 式 (3-7-3) 代 入 式 (3-6-2)， 有 


Di 
[ [о в” +p Dln) + PV : v,) + py( V + ›)]за 


= [ле. + (1 - ф)р]40 + Ш У · Pan (3-7-4) 
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[ [[ | 222 + a 202) жоу v) + (У.- »)]- Ле, + (1- ф)р]- V + Pjan 


=0 (3-7-5) 
式 (3-7-5) 积 分 为 0， 而 dn 不 为 0， 只 有 被 积 函 数 为 0， 即 


D 
„оао, Ра py, (Tin) +m (Уз) =f [gs+ (1-9) p] +V 


Dt 
(3-7-6) 
3.7.3 ”动量 矩 微分 方程 
将 式 (3-6-3) 中 的 面积 分 变 成 体积 分 ， 有 
$ (r x p,)dA = $a (ех рд4А = [ у. (r x р)аа (3-7-7) 
将 式 (3-7-7) 代 入 式 (3-6-3)， 全 式 为 体积 分 ， 积 分 为 0， 则 有 
рот), (rx pv.) v. р, ЧЧ”) + (rxpr) Vrv=rxpf+v: (rx Р) 
(3-7-8) 
3.7.4 能量 微 分 方程 
同 理 ， 将 式 (3-6-4) 变 为 
fr ‘qdA= fr ‘(XVT)dA = [ у. AYTA (3-7-9) 
фк Себ», + 92y)dA = ф" “pe Срб, + par)dA 
= [v-e (ф5», + pavan (3-7-10) 


将 式 (3-7-9) 和 式 (3-7-10) 代 入 式 (3-6-4)， 成 为 单一 的 体积 分 ， 由 于 其 积分 为 0， 则 得 


601... 下] 下 v 7. + p Blele+ $) Jelet 2] v "v 


=V- (АУТ) + рау + f(gpy, + фуру) + УР. (фу, + Фу) (3-7-11) 
测 流 微分 方程 ， 无 论 是 可 压缩 还 是 不 可 压缩 ， 均 是 对 单位 体积 而 言 的 。 
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Жай 直角 坐标 系 流体 运动 微分 方程 组 


第 3 章 导 出 了 无 坐标 系 微 分 方程 ， 要 想得到 在 实际 工程 中 的 应 用 ， 必 须 将 其 转化 为 有 坐 
标 系 的 微分 方程 。 本 章 先 讨论 直角 坐标 系 ， 然 后 讨论 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 。 

下 面 讨 论 层 流 与 灌流 ， 每 种 情况 还 分 可 压缩 与 不 可 压缩 流体 运动 。 

无 坐标 系 微分 方程 ， 是 对 单位 体积 而 言 的 ， 下 面 所 讨论 的 方程 均 是 对 1kg 流体 而 言 的 。 


4.1 不 可 压缩 层 流 微分 方程 组 


根据 定义 ， 层 流 运动 没有 涡 旋 体积 分 数 ，p = 0， 涡 旋 垂 直 于 流向 的 速度 ",= 0。 层 流 运 
动 ， 也 分 层 外 区 与 边 层 流 区。 在 层 外 区 ， 流 体 微 轩 只 有 平移 运动 ， 而 无 旋转 ， 各 层 流 微 团 均 
在 所 在 流 层 平移 向 前 运动 。 存 边 层 流 区 ， 有 旋 与 无 施 流 体 层 相间 存在 ， 有 旋 流 体 层 也 有 平移 
运动 ， 即 边 施 转 边 平移 向 前 运动 ， 而 其 旋转 强度 较 弱 ， 不 能 配合 层 间 速 度 差 构成 升力 作用 ， 
所 以 ， 只 能 边 旋转 边 平移 向 前 运动 。 总 之 ， 层 流 场 没有 垂直 于 主流 向 的 旋转 涡 旋 运 动 ， 无 论 
有 旋 还 是 无 旋 流 体 微 团 ， 均 沿 所 在 流 层 向 前 平移 运动 。 


4.1.1 不 可 压缩 层 流连 续 性 微分 方程 


将 层 流 条 件 v,=0，p=0，p2=1- 93 代入 式 (3-4-1)， 得 


д, 
92 +рУу=0 (4-1-1) 


将 不 可 压缩 条 件 p= 常数 代入 式 (4-1-1)， 则 有 
VvV'v=0 (4-1-2) 


4.1.2 不 可 压缩 层 流动 量 微分 方程 


将 层 流 条 件 和 不 可 压缩 条 件 代 入 式 (3-4-2)， 再 除 以 p， 变 成 对 单位 质量 即 1kg 流体 而 
言 的 方程 ， 即 


az+w.m=f+ 工 w. 
aty wa ft N P (4-1-3) 


根据 数学 运算 ， 式 (4-1-3) 可 以 写成 


ә 1 
огъу Ууу УР (4-1-4) 


式 (4-1-4) 仍 然 是 无 坐标 系 下 不 可 压缩 层 流 运动 的 动量 微分 方程 。 现 在 将 它 转变 为 直角 坐标 
系 下 对 应 的 方程 。 
计算 张 量 散 度 V'P: 
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VP = Ve(p;i + pj + pk) 
=V- [C paii + prjit РАЙ) + ОР + p Ji + py Rj) + (Puik + p jk + pekk)] 
=V-[i(p.it р] + p.k) + j(p.j + Р) + РА) + kl parit р] + p k)] 
"эк өн ы Мы] t DIITS A 


- (22a PPa + P=]; + PPa 9ры  2Ра) у PBa + PPa „2а 
ду ду əz ar ` ду ”az 


s+ P 5 Е Pu 
-[-22 z +28 tH ayaz t ay?) +Aaras+az2z| J: 


Pw 到 
+L е7 эз) м tap + 2 MW J 
Pu Pw Pu 学 | -给 
+58) + ПЕЕ ау? Pant az 2 к (4-1-5) 


因为 是 不 可 压缩 层 流 ， 所 以 wy=0， 则 有 


2 2 
£= A) 4-10 

2 2 
ri aan 

2 2, 
(093) (4-1-8) 

将 式 (4-1-6)、 式 (4-1-7)、 式 (4-1-8) 代 入 式 (4-1-5)， 则 有 
зр [-225 „(24 аа -Bry 6 Z) y 

-器 + (53060), ал» 
иштөө у-н {А рана) алаш 
зна анро 152 анта алар 
i | а-ал) 


这 就 是 流体 力学 中 不 可 压缩 层 流 运动 动量 微分 方程 。 说 明 以 这 种 方法 推导 并 建立 流体 力 
` 学 的 方程 是 可 行 的 。 


4.1.3 不 可 压缩 层 流动 量 矩 微分 方程 
利用 p=0，v。=0，p= 常 数 ，r 为 参 变量 ， 将 式 (3-4-3) 改 写 为 
六 x+mYCxm=rxy+ 二 YexP) (4-1-13) 
它 仍然 是 无 坐标 系 的 方程 。 现 将 它 转化 为 直角 坐标 系 下 的 不 可 压缩 层 流动 量 矩 微分 方程 。 其 


+ 38 · теж(ж)йл®# 


WETH, Ж у-у (rx ») 项 与 (rx P) 项 分 别 推演 如 下 : 
учуб) (а о о ур] rit (туш r+ (re пун) К] 
=[«оуш- r+ 六 (wr) + ур(тую- ғ) 


а а а A 
[апоу toplu- rw) twrn- rw) |; 


+[。 опи) +» (оти) + Er rp) J (4-1-14) 
式 (4-1-14) 是 数学 运算 结果 ， 它 不 能 作为 处 理 力学 问题 的 结果 。 根 据 是 否 形成 动量 矩 的 原 
则 ， 对 式 (4-1-14) 最 后 确定 应 保留 项 。 因 为 r 是 参 变量 ， Asuni, 所 以 


am 3v), ди дш 
ЕЕЕ e- ra ejir [тш 3t- rw Be) rv B- rg $|к 


(4-1-15) 
Ve(rxP)=V-[(rp, – ғ,р,)і + (т.р. — rp.) + (rsp,— r p.)k] 

=V ilr pai t + Pak) т. (Рі + prj + Pyk) li 
+r Pad + Poj + рК) -rs( Pedi рај + Р.К) 
+5. рој + Pyk) турі + Рў + Pak) lk} 

[+ © АЕ 

Әх 

Ун) е) 

[22.22 28] s| Dm pe] 
-[ [2.229]. 2 [298], al- prze] 
-+ +9). +l- э+2и$®] +2 ЕРШ бш + +ж“)]} 
+ [5=(- pt2 ә E]. 22 |+ а) + +з” + ]] 


ди am 


- [2 (+ +) (92 ze) + +#[- -p+2 50 |]} 
ИЕЛЕНЕ БЕГА а 


-„[(- p+2p 5) + ++ з] ++ (5+ ]]к 
(4-1-16) 


IIAV v=0, WR(4-1- lst 


Zw) [20 гь 
v'exp=[[= 2 „+ +al s: + МЕР. -. |F + ЕН 
2 2 2 2. 
др _ na ёи Pu u :)- „[&= Zw дш j: 
ЕЁ Ae Е ә? +52 аз? әл? * ау? аа? 小 
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а Pu Žu 
+ (0,22 52) + l Z әу? е. + 
(4-1-17) 
将 式 (4-1-15) 和 式 (4-1-17) 代 回 式 (4-1-13)， 然 后 将 其 他 各 项 展开 ， 接 三 个 坐标 系 ， 
列 出 : 


әш, 3v a az 
ma 
2 2 2 
BR 1[, š ap Pw Pw, auwl _ [22 av + 
ЫРА rytp re- ry Jz +l, Эт? * ay? + az?) "әл әу? +972 ] 
(4-1-18) 
ди дш ди дш 
"әрт" а; tre gr Tw az 
А. УА, әр а»), Pu Pu а.а). (8 ёш а щш) 
= r,f; Tz ge "= әх] #'*\әх? әу? Tz ay әх? 
(4-1-19) 
до ди дъ. ди 
Tz at Ty at tra әу "4 әх 


СИИ Ži) -r [| + да +24) 
әз? әу? а А әу? * 3z? 


Е 1(, 2р _, 2р 
=, 52, 52), 


(4-1-20) 


4.1.4 不 可 压缩 层 流 能 量 微分 方程 


将 层 流 条 件 p= 0，vs= 0 以 及 不 可 压缩 条 件 p 为 常数 代入 式 (3-4-13)， 并 除 以 p， 依 数 
学 规则 ， 它 可 写成 
Bler) +o Der $)=4v. -VT+qat f „ще. р-») (4-1-21) 


式 (4-1-21) 是 层 流 不 可 压缩 能 量 无 坐标 系 微分 方程 。 到 将 其 转化 为 直角 兴 标 系 相应 方程。 
首先 研究 V.P'v 项 : 
У:Р'у = У. (ри + ру + рдо) = VputV pot V ° p, 
=V: (Pait Paj + Р. К)и+ У pri t р] t Pyk) + V (p. + р] + p k) 
aba Bo Әр 
ar ay Әх 
эш +2] 


= (22,2 tu +22a) + d eee 
СА 
ао ди 


=*[ 去 | - 12,8), ++ з] +: ЕРДЕ) 
ЕЛЕ +5) + +l- p+2p 2) + 如 (到 +9] 


+= |+ |+ +з + 2e) +2 -p+ +2н тш) ] (4-1-22) 
利用 不 可 压缩 条 件 V,y=0， 将 式 (4-1-22) 化 为 


. 40 - 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


а. а? 2 
ЕССЕ) 
+s[-2 [5252 2]] 

将 式 (4-1-23) 代 回 式 (4-1-21)， 并 将 其 他 项 展开 ， 则 有 
е) е) +] ноа) 
„2,2 ёт ҮТ] + art fru[ 1+ (从 24.04] 
„ае абаа) ]+ь[-132+.[# ag aiig ] 4-1-24) 

式 (4-1-24) 就 是 层 流 不 可 压缩 能 量 直 角 坐 标 系 微分 方程 ; 定常 流 时 ， #82. =o 项 即 
可 。 
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(4-1-23) 


4.2.1 层 流 可 压缩 连 续 性 微分 方程 
将 p,=0，p=0，v,=0 代入 式 (3-7-1),， 得 
Пе + оу -у=0 (4-2-1) 


式 (4-2-1) 是 层 流 可 压缩 无 坐标 系 下 连续 性 微分 方程 。 现 将 其 转化 为 直角 坐标 系 下 的 对 应 方 
а. 


ap, Эв, „де „др [ди 20, 2w) _ 
беки 82+ бё +в 2 +р|5® +92 0ш 0 (4-2-2) 
除 以 p， 变 成 对 ллы, 
21[2р, „де, „др ар) ди ‚до, 2w e 
plai “Әх doy Yael faz ду ar 0 (4-2-3) 


当 定常 流 时 ， РЕЧ = 0 项 即 可 。 


4.2.2 层 流 可 压缩 动量 微分 方程 
将 p,=0，v,=0，gp=0 代 入 式 (3-7-2)， 得 


Dg py.)= +: P (4-2-4) 
将 式 (4-2-4) 展 开 ， 除 以 p， 则 有 
B+ Bt vp (4-2-5) 


将 式 (4-2-1) 除 以 p 后 代入 式 (4-2-5)， 则 有 
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Dv_, 1.7. 
p: ft рУ Р (4-2-6) 
展开 ， 得 
= [22 Pn, Ра ар. Әр, ар. , Ipay +222 
VvV:P= эг +y + а, ДЕ = + ра Psl | гт ау + k (4-2-7) 
令 
ә 
DR t-u) (4-2-8) 
py= -p+2p 52-007 ») (4-2-9) 
а= = р+2и ш 2 (уту) (4-2-10) 
将 式 (4-2-8)、 式 (4-2-9)、 式 (4-2-10) 代 入 式 (4-2-7)， 然 后 代 回 式 (4-2-6)， 分 开 z, y, 
z 三 个 方向 ， 则 有 
ди, а a ди_„_1д}, | 49и Pu) 1 | Zv гъ 
2 * “эт *” ayt © дк + part V| 3а? ay? inei х) +2, ayaz * Экдх 
(4-2-11) 
ә a а an _ 19р 4v 9) 1 
artt azt ayt az -hpay 3 ay? + +1 |+ Z) 
А (4-2-12) 
ә ә ә aw 13 {Fw Pw) 1 (д? Pu 
ar Yu ae t? озш Defe Lae, (Zu, e ау? + az?) + 3 中 3 的 FA 
(4-2-13) 
4.2.3 ” 层 流 可 压缩 动量 矩 微分 方程 
将 pg=0，p,=0，v,=0 代 入 式 (3-7-8), 得 
Обе) (rxp) yy=rxpf+ V (rx P) (4-2-14) 
Di pr e 
r 是 参 变量 ， 故 式 (4-2-14) 可 写成 
хр) trxp) vr=r p+ V: (rx P) (4-2-15) 
@ ыа гхој+ У (ХР) (4-2-16) 
式 (4-2-16) 除 以 p， 
Я "хур ККУ» =гху+ Уу (тхР) (4-2-17) 
将 式 (4-2-1) 代 入 式 (4-2-17)， 得 
прагу. 工 Y.(rxP) (4-2-18) 


Dz: 


“42 - 工程 素 ( 洋 ) 流 力学 


对 式 (4-2-18) 中 的 V(r xP) 进行 如 下 推演 : 
V'(rxP)=V'[rx(pi+pyj+pKk)] 

=V:(rx[(p.i + pJ + р.) + (рі t р] t p k)j + (рі + р] + pa k)k]) 

= у. (жтт) хрр јр.) 
+] ФӘ] + prj + рК) + kl bni + р) + p.k)]) 

= У "0, + Р] t Р) іт (Р і + РФ) + Pak) kry, bai + р] + рд) + 
ir (p, + Р) + РА) + fre prs + Р) + р.) ir C prj t pyj + p.k)] 

=V filr prit Р] + РА) т, (Ра + py + Р) 
+tj[r,(p.3+t Р] + Р.К) =r Pai + р] + Р.К) 
+k[r,(p.À + РФ] t ФК) — r (pai + р) t pek)]} 


знн "онен ы) 


+22, Е др, | 
gl j + Bay 
+ а yÍ H 
|] + PPa + 2) 
дт У ах дт а= 
Zy Pyu Pw ә?» 
=r lal? +9 itp 二 +) 
Pw _ 2 s+ Py Fw } 
И! 22 +28 az З^|э,1* ayoz + I k 
Гар ау 2 [аи Žo га) 
Tie ЙЕ vijg +26 gyar 3Har2 дудт + J 
Pu 2 [ди w 
ү б a +209295 3” а təzəy ] 
== AN 
„| А Pu |+» | 
Эхду ` Әкду 5799) 


+[-22+ ç 


ду 2H zay 3” 3 的 + З "В 


Py 2 „Өзү Zu) 

ZAT ш" +] + [-2 a ZE -Sp EF taya" 区 J 
Že, 
2 


z)-. 1-2 #ш--2| Жэс+у +] 


+a 221 зА(220= t ayozt 
2 


als ri) + |Ë 2 бе} | 


BEF w 2w, 1 аш) [Žv а? 
ВУ әх? 3yðz 33zz 33rgz) z| 3z? aza 工 


др _ 
> 9z 


әр, 


7" әу 


= т, 
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2025 1 а ар. ар E 22. 12) 
tay ы. ШЕР ra 2+ alr ay 25 3ә12* 39 
Pw 2920 1 22 ap ау 
-ra +9295+3 әу? * ЗӘуд= ] ШЕТ, 52+ Е [ёз Эхде 
SH 12+). au Pu 2и 12: 
+39523 3505) "sar + дуд! 3ә11* 33za5 ] (4-2-19) 
将 式 (4-2-19) 代 入 式 (4-2-18)， 展 开 其 他 项 ， 按 三 个 转轴 列 出 : 
әш 2v ёш əv ü 11 әр. ар 
T» ард то a= 7 эзуу rtta ШЕТ 
Zy 22 + 1 22 (25 Ə 2ao 1 v 
Е “АСЫ 3 az2+33az9z| `” təzəz * 39y 3979y ] 
(4-2-20) 
а дш a дш 1 а а 
r, Ë= r, Акы и мулы trae- r 
[ ónd „2н 1 Žu) Zw, w 22w, 12w ] 
жул, Экду* 3az2+ 39295) "= 9хду 3әу? 3дуд= 


(4-2-21) 
LI. ар, ар 
йж. Ty ar 
Pu, Pv 22 12.) Pu 23u Liei 
әр az2z+araz+33y27 39х95) "s| az? Әуд= 3ar2”33r3z ] 


FE Эрес! ш эы. 
= 3t "at 9y TH gr Ss 


(4-2-22) 
4.2.4 可 压缩 层 流 能 量 微分 方程 
将 p=0，v,=0，e,=0，p,=0 代 入 式 (3-7-11)， 并 除 以 p,， 得 
гр, (50) et) усуе аут) аво сро (4-2-23) 
将 式 (4-2-1) 代 入 式 (4-2-23)， 得 
如 (+ 中 = 二 v， *GQVT)+qa+ f° viv. Р-У (4-2-24) 


展开 V.P'v， 其 他 均 与 式 (4-1-21) 形 式 一 样 ， 有 


уру = и| 22. Ры 22) + pe + 22a ape 228 + wp 228 +2) 
Әх ` ду az ду ”az 3y 


=* 人 (法 [-2+ NY z + +®ш)]+2[Ж#+55] 25ean) | 


а [әш наз) +2 ао 2 [ди ау 2w) ә ER 2x) 
telal әх ы -Р+2р ау 3 Party t əz 1+ +24 ау az | 
ди + 如 | + (22+ 2w) ,3 әш 2 [+ ао 9w } 
told taaz ду. +ž[- Pt2p 2, Заг ау ах ] 


Е ap 422 Pu au 1 Pv +1 Z) 
[-22 +и(3ә22* әу әд 33y9z => |] 


4. те&(ж)йл%# 


+422 +v, 1 ёш +12.) 
1322 ә?  339y8r 39y9z 


ә? 
„нобе 2e, +++] 
将 式 (4-2-25) 代 入 式 (4-2-24) 后 ， 展 开 其 他 项 ， 则 有 
T ЕЕК (+5 Х| 


-Aip ёт, = 21) 


+o[ - 22. (6 522 
z? 


(4-2-25) 


tart faut fyt fiw 
2 2 
„ав, а. КЫР, + е] 
|] 
-1е+ EEL 1 Ж. 


式 (4-2-26) 就 是 层 流 可 压缩 能 量 微分 方程 式 。 定 常 流 时 ， 去 掉 沁 项 即 可 。 


* w[ ] (4-2-26) 


4.3” 湛 流 方程 封闭 相关 公式 


清流 是 同 介 质 的 多 相 流 ， 因 此 ， 按 照 研究 多 相 流 的 方法 ， 建 立 起 其 运动 微分 方程 ， 而 最 
终 目的 是 建立 只 有 连续 相 为 变量 的 微分 方程 。 为 此 ， 必 须 建 立 分 散 相 与 连续 相 变量 之 间 的 关 
Же 


4.3.1 ЖЕТА 
MAHER REZA, HEERMA; ЕН ЗЕ 5] 06 ЖЕ АТЕВ ЛҮ J. 
СА ТАССО p, ИЗИШ ОУ ро, MWNE, MIWAH 


工 方 向 附加 前 应 力 = pl „+ p.) (4-3-1) 
y 方向 附加 前 应 力 = фор + р) (4-3-2) 
= 方向 附加 前 应 力 = р (р + р.) (4-3-3) 
黏 性 前 应 力 为 
< 方向 黏 性 剪 应力 = (1- p3)(P + р.) (4-3-4) 
y 方向 黏 性 剪 应力 = (1- p3)(p。 + py) (4-3-5) 


zx 方 向 黏 性 剪 应力 = (1- 93) р + р) (4-3-6) 
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4.3.2 涡 旋 公式 分 解 
о. 1092-92) ана (4-3-7) 
4.3.3 Моод ет 
ФСР р) = pugu + us u,*) (4-3-10) 
Ep + р) = ip ve + vv- (4-3-11) 
93(p + Р) = p plwy w + wr w) (4-3-12) 


4.3.4” 涡 旋 平移 速度 图 解说 明 
涡 旋 平移 速度 见 图 4-1 一 图 4-6。 


zh 


o 升力 方向 ~ .一 


图 4-1 o RARR uz- u 图 4.2 op RARR uz, u, 


图 4-1 与 图 4-2 中 符号 说 明 : 

иу ЯЙ w。- 引起 的 升力 ， 使 其 产生 垂直 穿 过 y 平面 的 速度 ; 
xu- 一 一 具有 w.- 的 涡 旋 沿 z 方向 的 速度 ; 

uy HRK wy* 引 起 的 升力 ， 使 其 产生 垂直 穿 过 z 平面 的 速度 ; 
up — RE оу КИИЙН 方向 运动 的 速度 。 

图 4-3 与 图 4-4 中 符号 说 明 : 

vha’ 由 涡 旋 w.* 引 起 的 升力 ， 使 其 产生 垂直 穿 过 z 平面 的 速度 ; 
va* 一 一 具有 w。* 的 涡 旋 沿 y 方向 的 速度 ; 

vi — H w*- 涡 旋 引 起 的 升力 ， 使 其 产生 垂直 穿 过 z 平面 的 速度 ; 


КТА 工程 素 ( 消 ) 流 力学 
v- 一 一 具有 o RREN y 方向 运动 的 速度 。 


z 
У 
"s vt 


А 
О Суум 5 


图 4-3 o ДЖ vit, vt 


升力 方向 一 wz- 一 


图 4.6 o RAAR w- w,- 


图 4-5 os* 具 有 速度 wat, w, 


图 4-5 与 图 4-6 中 符号 说 明 ， 
wat — HRE w.* 引 起 的 升力 ， 使 其 产生 垂直 穿 过 y 平面 的 速度 ; 


us 一 一 涡 旋 ө, ИШ = 方向 运动 的 速度 ; 
IHRE o, 引起 的 升力 ， 使 其 产生 垂直 穿 过 z 平面 的 速度 ; 
w, — RN о, = 方向 运动 的 速度 。 


w 


4.3.5 ” 涡 旋 平移 速度 以 连续 相 速度 表示 


要 使 汕 流 运动 微分 方程 数目 与 未 知 函数 的 数目 相等 ， 必 须 将 分 散 相 函数 与 连续 相 函 数 联 
系 起 来 。 这 样 ， 方 程 组 才能 达到 封闭 。 为 此 ， 应 用 式 (2-5-7)， 现 将 它 写成 如 下 物理 方程 ; 


+ (4-3-13) 
式 中 ，r, 是 涡 旋 半径 。 将 它 用 式 (2-6-10) 置 换 ， 则 有 
u,= J 4 (4-3-14) 


流体 旋转 微 团 ， 在 边 层 流 界面 上 产生 涡 旋 运 动 ， 即 一 边 旋转 ， 一 边 以 垂直 于 连续 相 速度 
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wu "平移 运动 ， 而 且 还 保留 部 分 能 量 ， 使 它 仍 然 具 有 平行 于 连续 相 速度 wu,。 当 它 进入 层 外 流 
区 后 ， 它 到 什么 地 方 ， 就 自动 调节 能 量 与 该 点 平行 流 的 能 量 相 等 。 

在 直角 坐标 系 下 ， 涡 旋 在 潢 流 场 中 平行 于 连续 相 速度 表达 式 。 

工 方向 :由 图 4-1 与 图 4-2 可 知 


CC = |а? -2y 59 (4-3-15) 

uy Га аот = Ju? -2y 9 (4-3-16) 
?方向 : 由 图 4-3 与 图 4-4 可 知 

а= Г ао, = |а 25 90 (4-3-17) 

vt = v -4w = (22-2, 22 (4-3-18) 
z 方 向 : 由 图 4-5 与 图 4-6 可 知 

wy (4-3-19) 

u, = J w- 4vo, t = |" -2 = (4-3-20) 


4.3.6 涡 旋 甜 直 无 旋 流 速度 公式 


涡 施 在 其 升力 作用 下 ， 使 其 具有 垂直 于 无 旋 平 行 流 的 速度 uw" 。 其 计算 公式 应 用 式 
(2-2-12)。 现 将 它 写成 物理 方程 形式 ， 


PA k (e hh лу К 
u iy sa (4-3-21) 
作 近 似 处 理 后 ， 为 
é$ tk, x 
wara s EE (4-3-22) 
RF, ky 由 式 (2-2-11) 计 算 ， 并 用 式 (2-6-10) 置 换 后 为 
k =0.0527 2w? (4-3-23) 
ki=6(u-u)w=6(U- Ju? -4w)w (4-3-24) 
将 &, 作 近 似 处 理 后 ， 为 
„== (4-3-25) 
u 
+ £ 
Ак, 0.6302 02и! (4-3-26) 


将 式 (4-3-25) 与 式 (4-3-26) 代 入 式 (4-3-22)， 有 


48 - теж(ж)йл# 


PE 120и"! 
man 


/ 1 5 1 
1+ V0.63v?w?u 


在 直角 坐标 系 中 ，zx "的 计算 公式 如 下 。 


垂直 于 zH: 
ди\? -1 
ass l sabes 
= = 
ad 1 š 1 2.5 
1+: {о.вз,%шЁ-ш71 1+: [ЖЕР “^+ 
2u)? -1 
s 12021 u! ЕЕ и 
upea z 


І E І 2.5 
1+: (о.вз, азгы т 1+: PIP u`! 
EEF уй: 


2-1 3 Ë 1! 
I 12+ ШАДЫ 
jita = 
1 1 2.5 
1+, Гов, азот 1+: Е 2x) 07! 
€ az1? -1 
_ hiw O 3, [22 Ы 
1 1 2.5 
l+: [0.630223271 1+2 (0.12 2) 071 
垂直 于 = 轴 ， 
m әш\? -1 
ЖС 12txo2-u -1! u 3, [2] ” 
к 1 1 2.5 
1+: Го.взъ 51 1+. ШЕ wi 
2w)? -1 
gere 12two2+ 071 x з» 5и) w 
Š 


І Е 1 2.5 
1+, [оваа ise [ол (2а) 21 


4.3.7 涡 旋 平移 速度 自 积 
在 xz 方向, 分别 有 y 面 与 = 面 上 涡 旋 平移 速度 自 积 ,为 uw.-，u%u 


由 式 (4-3-15) 与 式 (4-3-28) 有 


近似 处 理 后 ， 为 


(4-3-27) 


(4-3-28) 


(4-3-29) 


(4-3-30) 


(4-3-31) 


(4-3-32) 


(4-3-33) 


(4-3-34) 
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作 近 似 处 理 后 。 为 


在 方向， 分别 有 z 面 与 z 面 上 涡 旋 自 积 ， 为 2*ve*，v2-ve-。 
由 式 (4-3-17) 与 式 (4-3-30)， 有 


人 
Желеу 25 
1+: јо14(25) ot 
作 近 似 处 理 后 ， 为 
ar ази) 
由 式 (4-3-18) 与 式 (4-3-31)， 有 
ao[ 双 5- 2-2 2) 
了 pet 一 I = 
1+: o. [22] о! 


作 近 似 处 理 后 ， 为 


在 = 方向， 分 别 有 z 面 与 y MERKAR, wyw wy 
由 式 (4-3-19) 与 式 (4-3-32)， 有 


作 近 似 处 理 后 ， 为 


由 式 (4-3-20) 与 式 (4-3-33)， 有 


49. 


(4-3-35) 


(4-3-36) 


(4-3-37) 


(4-3-38) 


(4-3-39) 


(4-3-40) 


(4-3-41) 


(4-3-42) 


(4-3-43) 


50. теж(ж)ял# 


ж zFg— Sp; k > 2 ИБ 
юш = = 7 (4-3-44) 
1+2 10.11 (= w`! 
作 近 似 处 理 后 ， 有 
2 
ww (4-3-45) 


4.3.8 ”附加 芋 应 力 以 连续 相 速 度 表示 


要 使 清流 微分 方程 组 封闭 ， 必 须 将 分 散 相 运 动 要 素 转 化 为 用 连续 相 运动 要 素 表 示 。 

首先 ， 必 须 将 庙 流 附 加 剪 应 力 转化 为 以 连续 相 速 度 表 示 ，z 方向 、y 方向 、z 方向 分 别 
将 式 (4-3-25)、 式 (4-3-27)、 式 (4-3-29)、 式 (4-3-41)、 式 (4-3-43)、(4-3-45) 代 入 式 
(4-3-10)、 式 (4-3-11)、 式 (4-3-12)， 则 有 


ORT Ee +(2)°] (4-3-46) 
ФСР В) p [(2®) (2) ] (4-3-47) 
Фр р) рари [(9)* (22)" (4-3-48) 


4.3.9 涡 旋 平移 速度 表达 式 


涡 旋 形成 条 件 不 同 ， 其 平行 于 坐标 轴 的 平移 速度 也 各 不 相同 。 沿 同一 个 坐标 轴 有 两 个 涡 
旋 平 移 速 度 ， 取 其 平均 值 ， 作 为 涡 旋 平移 运动 代表 速度 。 
由 式 (4-3-15) 与 式 (4-3-16)， 取 


u= асау) а 96 aee) (4-3-49) 
由 式 (4-3-17) 与 式 (4-3-18)， 取 
о, осо) о 2020 +25) (4-3-50) 
由 式 (4-3-19) 与 式 (4-3-20)， 取 
1 а СА 
w= 2 (o,- t+ wr)=w -+ Ex (4-3-51) 


4.4 不 可 压缩 湛 流 微分 方程 组 


4.4.1 连续 性 微分 方程 
将 p,= p= 常数 ， 代 入 式 (3-4-1)”， 得 
Givi to V: v=0 (4-4-1) 
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Ven =- 227.5 (4-4-2) 
Ф? 


4.42 动量 微分 方程 
将 o,=p= 常 数 代入 式 (3-4-4)， 并 除 以 p， 得 


(pt ө) + руте, pa Ven) =f tip (4-4-3) 
将 式 (4-4-2) 代 入 式 (4-4-3)， 可 化 为 
+ olv,- 5+9) оэ) + уер (4-4-4) 


式 (4-4-4) 仍 为 无 坐标 系 的 不 可 压缩 淇 流 微分 方程 。 现 将 其 转化 为 直角 坐标 系 下 的 对 应 方程 。 
分 项 推导 ， 


Zeo- р а,в) = illu, uit (v-v) t Cw,- w)k] (4-4-5) 
将 式 (4-3-49) 至 式 (4-3- эү, 4-5), # 


A El e(a ++ sz ghet (52.58 k] 


› Pu 1 {ди 2u) 2u 
| u\ ayət га.) -1 165 +98) аи 
2 
& Pakai: "ИГҮ 
2 
+š že ET z (+ Ed er } (4-4-6) 


Еа) 
Ea ay az 


u 206и а) (оо) + Cw- w,)k] 


nv, год, о) 


+ з (и-и)1+(э-0)+(ш- шк] 


ee а вари 


=l Z [+ + ++ 55: + | + шк] 
=Ë ER 
ежа Эу ++ 1 5. ++ 241585 шк] 


2 2 2 Êy 
_ v [[ 2u , 2u -1(#= +9), [z Pou, гъ | 
б эси ах +0 \ az? Әзәл 
a(g +) јә w ту СЫ 2w) 3w 


290+ ЗБЕ +ауах 


-52> теж(ж)йл# 
[г Zua i) [ди ди ги], [ Žv 
u (3y? 9zay) „2\ду 3z > azay ахду 
_ 工 [am zjaub+ [2 (Že ёш]#ш 
о\дт де X дхду x 
[e| Że Zs) - (2. а) Е Е") 
и \ дуд ay 2) |26 taz 
(аә 2v) 3v , Zw P 113z ‚дш аш) 
laz * дк РЕГ ayas wlz ayd а= (4-4-7) 
R(4-4-7)¥, i, j, k ÆRE ЖЇШ, у 平面 ，z 平面 按 速度 决定 的 方向 。 
EE | 
"Уе AE EA ay әх! әх и (әу? 2595 
_ >» (ди „ди\|ди , w| Žu _ш|ди ‚ди г | 
ui\lay Әх! Әу и\дуд= az?) „?\ду Әх! Әх 
ë s| 2 ШЕЕ EL v , v 
uləz2 дтдх 2\ar dazjazr Әхду Әхду 
1 эр , 2v) 2 z e/i +2) -x до ду} дъ 
vlar az Элде az?| vlaz + az) a 
u ВЕ р - (2ш аш 2w , v| о Žu) 
* ауд! wi ау! ах w Ж ау? 


1 


s= +32) 


бш +®ш ёш, Pw Pw 
дуд ` 


Y'P ма, 


дхдх 


Эк Фе} + Р) + p.k) 


Jek) Ga 


=V+[(p.i + Paj t p. k)i+ (р + Р] + pk) + (РА + Р] + p. k)k] 
=V [il Dait р) + РА) HCA + Р) + РК) + k(p.i + Р] + Р.К) 


= Ры + Р) t Dak) + (pj + РЫ рь) + 


-| Са Rp + Epot р) (бррр) 


у дк 


ар, дРы 8 ӘР 


[+9 二 yp ++” а 


ау 


зг} 


22a) } 


р (Әр ӘР. 
[Bp + Rp + ар + AT а - 
а а а 2 ар". _Әр.. 
[аррар (22 әх: ау с Әд 


-ek 


将 汕 流 附加 剪 应 力 式 (4-3-46) 至 式 (4-3-48) 代 入 式 (4-4-9)， 得 


u 


аи, Pw 


Pu 


а 
уер = (22 +239 = 


до аъ 


Этау* ay? 'Әхд= 222 


аш w 


Py 


а? 


и, дш 


+e ( 


一 + 
ёл п. Pm gan) dz әу? 


дхд=х 


+] 


(4-4-9) 
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. 53 ` 


——— *—ncW nYH”Hq,I.A.—- — 


2u Žr, ёш Ze) + 2 ди Pu Iw? 
+ Р ш ш 
+ (-5 эв. (295 tayar” = tayar + gz ЗЕЕ дудуде 
‚эъ Pu ар Žu Fwy 
-a(i az 7 аз? sal- к +ЭшӘл ' әт? azay 
ёш) 2 ди Фи до Zw 
+] [ае [28 azaz+az -#з) -a E = ЫТЫ. ]* 
[ар E Pu Pu Zx.) ди Pu ди u ) 
-{-$ + 人 2ar2+ a az ža azazj +93 iar Эудудхт * Әв9гӘт 
Pu, а? Pv ау, а? 
аи рди ди и ap аъ аъ v 
- | 2t аг 2 а] (5 (2 С +? дхду 
Ze) (22.22 +9002) (22. +2 Pu 2.1) 
taray + [2а 53za7+323585| ` F| Əz9y + əxš + 91 'Эшду J} 
ap | ёш Qo ёш, Pw Ze) (222 w +®ш ёш.) 
+{-$ z (2 92 aa2 a ayaz +ë [ье az3zaz+ ӘуӘудх 
Pw ё. 
-Дёз + зудк? Žu) J)a (4-4-10) 
2 H ди 2u) ди y Га Pu _lləu 2u) 
w toli By9t zat) lay t Iz AEA Er ay+az 
„з >н.) зба ди\ди ‚| Žu Pu) шаи зш) 2u 
ü azay) С2\ ду * azl әу t к az2) 20 әу az] az 
-2 ты, гы.) Qu u дн Pu ) 
paz”? az Р: 3z? 2удх 2292) + P? 1 [2 дудудх * дк9гдт 
„ёч Z=) 
一 к=» 5 -4- 
ТЕ; 3z? + 9удл 24.) (4-4-11) 
әу Hë Žu) l| az wj, [= дъ , Pu 
д: `2? ъ\дтд: дд дт де 2% р 
АЕ до Py | Pv -1(#=+ 2v) av , w| Žv , Z)-z w +20} 
Эт * Әк! Әх * Этду! Эду ulər әх) әу! o l9zəz 52 +95 
2 2 
2p гъ ы au +Z) ns дъ Pu | 
=f,- =ч 2+ 922 Әхду * Экду аре 929295 +99295 
y ду + 52) 
>\ЭӘхду* 922 + ] (4-4-12) 
ашу [1 (Z= Pw (ёе. дш є) өы v ai Pw) _ u 
at 29Lwlarat təyəz 2 92 ayaz) ¿2 
(90 2w) 2w e| ёш ‚ш ае әш Pw, Zm 12w, зш) 2w 
az azay ”3 wilar Әу * 3z9z + yaz 
和 2+ Pw Pw Pw , Pw zJ ЕЕЕ дш ow 
f par IN at oz” * Bs tra ayar +3 [2и Әх Этд= + Әудуд= 


“54 工程 素 ( 洋 ) 流 力学 


ёш ‚ёш Zw, Z=) 
arazx ж» 212 * әу? ] (4-4-13) 


式 (4-4-11) 至 式 (4-4-13) 就 是 不 可 压缩 油 流 动量 在 直角 坐标 下 的 微分 方程 ， 当 定常 流 
шуй, 
4.4.3 动量 矩 微分 方程 
将 p,=p= 常 数 ， 代 入 (3-4-8) 式 ， 得 
Эе lont gn] + У (rX ФУ) tv rr gr) ега у (ех Р) (4-4-14) 
иа 4-2) 化 简 上 式 ， 注 意 到 r 是 参 变量 ， 有 
rx Zle- +rx 吕 +rx[y Уф,(у- v)]= ЫР] 19. (rx P) (4-4-15) 
мевахо. 4-15) 的 第 一 项 。 
rX[v: V ф,(у->,)] 
[и ното а Га 2и > +98): 58+ sej- (5.58 k] 
-v | 98.28], е .. F 2=),]) 


sa Ë. 

T2992 ду az Әх * Әк Әх Әу 

р дш дш) - ЕЯ az HE ди) - Z(2w 2w) 
pav б | + ду дх * az ду * дк Әх + ду. ] 


8-0 
vlaz + әх ay әх 
и 1 [а гё 1 (2ш, әш аш 1[22o ov 
=: - + 
22:141500 az? t ayaz дх * ду uaz2 3zaz 


11az az L г Pw ш: zu аш 
_41.[ 99 дуја +20) _1 (2w у ашјаш 
vilaz Әє АИ „|+ azay әу? дх ду! ду 


-nH Fa) 1 (аә аъ 2) + |; 11 е 


uaray azay Әх az)13ay mLwlarar Әудх 
c t ёш 2w) 2w] p Pu Žv 3) - 132 +3e)2e |} 
wil Әх" Әу! az Әхдк az2 Әх az)13az 
ya { ЕЕ Ee- ди ачаа [1 
2 9#1\"\”«[„\җәудх az3az ду Əzl|Əz] "= Jz? * дудт 
-1,22 + 2w) 2w аш ПЕ ofr ы Zu ) -二 1,2. + 2u) ан 
wilar Әу azay ay axzj13ay 
ЕЕ Pw „(= Әз | дт } (6 ЕЕ аи s) 
一 一 十 +w + 
9хду әу? ar дау! әу а 2z? 


-42+ ди ЗА [2 (Ze аёо Le аш +), 
ay а=! әх] "= azas+3ayaz) – Әх ду 
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È 工 | 2 „ЕЕ ЕЕ Pu Zu) 
过 Әх + Әк!дх Ыт Эудх * Әкдт 


Aləs „ди \ди 1 #x)- 工 | 3 + az|az 
CE ду. ағ 2:7) [r Zx+ zz „ах + әх 5] 


1 [аи e) -1 1 [ди ‚ди | E e) 
-Hla 12у +} + АР Элде az? 


1 [аъ 9v)9 1 2 1 [аи az1a 
-Щ +2 5Е]- „а [z+ z) - u? Эу t Iz š] (4-4-16) 
推导 
V'(rxP)=V-[rx(pi+pj+pk)] 
=V. {rx [рі t Р] + Р.К) + (рі + р] t Poh) t (рй + Poj + Pek)k])} 
= у. {rx [il pi + baj + РА) + ](рР] + Р) + Pk) +k panit Paj + p. k)]) 
=VelkX r, bni t pj + p.k) је. (Рі + РФ] + p.k) kryl Pari + р] + Ру 
к) + ir (Pui + р] + р.) + jr Pri + РФ] t Pek) іт Boi t pj t Р.К) 
=V filr (pait РФ] + р.к) r Doi + Р) + Pak)]+ ЈС, prit р] + Par 
k) -r,l Pait р) t р„К)]+ КУ, Pri + р] + p.k) ry Dari + р] t Per 
k)]! 
= 205,02 + Р) + Pak) = т, Р] + Р] + pefk)] 
+ [re Dani р + РЕ) rel Р] + pr + Pek)] 
+ Er Pai + Py + РА) r, Pai + Р] + Pek)] 
Eat it p+ э] + эрык] 


9 ә n a ; 
一 mLay аі + эур tD a)i tay (p. t Por)k 


] 
рл р + рК] 
+ [Ë OQ. t. + э + „+ p's)k] 

„Дра + p+ Р Y+ (ры + юы k] 

Эр | л-г] Ган) Wr 
-有 
„фы енелер ие] 


和- 8. э 


. 66 ` 


TES CN) 


роо [ее др 
-人 


дш ‚ди 9 (дш ‚ди 


“nll ЕУ ЕЕ EE 


2?_aufawm Əv 


+{ [+ ay +95 ЕЕ az e+) Jy + 如 -p+2p шк} 


а: наи] 


-r(e +) (2 z)? -alz )] j: 
+#[- -p+2 |+ (Zae ay +ø larli 中 аааз. +5:)] k) 
3ta lasts ly 


tr = шешу ay +). i[2 e [28] -Tay 
als эт +} ЕЕ z)? А 0) 


О бе) е (3e) 2. [ошаш], 
(alei) + [22 [29] у Е 2 (- -Ф+2и шк | 
АСЗ e) + il АЕА); 


+2(- -p+ |+ (2,(92.2ш ay ЕЕ z)? -al и 
а= АЕ Е и)" 2 (9а 2и Ep 
+ {BE+ бш] +! EAE "| -Z(+ ze) Jj 
=r -r Btr |u =. + + ЕЕ 

- ])-: l: + 52) 
(per e Ze) (25 а?у |] 


2 
- + 
+еФ[әм'|#9-% azazazr) |ә? Әкдх 


Bor Bar a Са. s + Ун.) НІ gudu ди Жы.) 
+ дт Te azt "relaz0y әу? Эду) + ??|2РМ ayay2 az3zay 


145; + „ёш, w Fw 
Эхду* 3y? 329y Э9тд= 


-+ | 上 


Әш ёш IwPw_ Әш Pw w дш ә 2260 | 11, 
+5 2p4’| EPERE 2 =н A = 
azay Әу 3y? “arazaz Bz9y ”ay “azaz дуд 
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ар ау Py гъ ) аъды, ди Pu 
+795 ду 52+ Др Ре 3z? 9z9y tabor 3zəz? дудудх 
Žu, Pu ]}- { Pu , Pu 2) 
P| Jz? azay ry|#lƏ9zƏz aygz 3z? 
2 Даш Pu Juu [ аи гы) | 
+ [2 Газ оа 一 ALayaz+azz ]\к (4-4-17) 


将 式 (4-4-16)、 式 (4-4-17) 代 回 式 (4-4-15)， 并 按 三 个 转轴 分 开 列 出 动量 矩 微 分 方程 。 


әш Әу у Pu _1{[ди Əu|Əu]_ v 
"у r EEEN] [= + 2. |+, 
falz [al ёш, Pw - [е ааз (+ ду 

1 


+әуах az Экдт 


-r, 


- + 8 av ) 

9r Əzl|Ərz 
“ee, ёш) -二 总 + Qw) ш -. [11 Ze +22) -3 122, +22)22] 

+0 azay+ әу 2\Әх ay Эхду + ax9y) ~ viaz+azjay 


п ёш ш - (26.2 әш аа). 1| Žv +05 атга 2v) 3v || 
+tw\ rsl wl azaz + Әуде ra| v| 3zəz* Әх Izl az 


ә? 


т. 


= 


"у gz "+ рду 
Pw Pw Sw) О (22 2w д? Pw Zw)]) 
— + - + 

+45 эх? ay? 2502) +124 (әх 3z? * әудудх) 外 az2 ay9 
Е u , v ip „аъдо, д» Pv | _ |2», 2v ] 

TR Әкдх ` дудт М |Ərəz2 д=д:дх azər 


(4-4-18) 


аи, дш y Haie) (азах) әз, з 
д "= ә 29Luarat gz9t) uar 9 2 92 


{«{[1 Pu + 2а au), [112 ёш + ш | аш, æ] 


Әудх azaz) uilay dzl Әг ayaz 2\Әхт yl әх 


(„+ Z=] - + Jz 关 ]- ТРЕЯ =b зш 2и) аш). 


ду 
РЯ ц, Zu) 1 (әм 2u) 2u] _ [1 [Z= „ёш - (2.9 2])) 
wlr| u ayaz+ 1 ау * azl де | "=:Lwlazar tayar wl Әх Әу! az 
сол 5. 32-0, 52 


Pu Pu, Pw a ‚| диги ‚ди Pu Pu, Pu _ Pu 1) 
+. Этду + әу1 + Эяду +9 [2 ayayz+azazayj >| ay? + 9z9y дут 
I Pw _ Pw [2 „азо ёш у әшд?ш дш w 
"У ахау А azay araz] “9 L?” araray” ay 3y? дтдтд= 


а? аш Pw Fw 
|a 2-2 3z9z -2=]) (4-4-19) 


КЕР, те=ж‹й)жйл# 


а _ 12 [Z= „ё®\_1 (ёа 2e әш 2w] 
Tz ðt сл -29Lwl azar ауді +> 
Е +2). M, 2x) 2e] _ „H Ж £ А |- ө а] 
“(elv “azaz az Izl dz ayaz azaz ay dzl а= 
Žv Pu) 1fa av Žu + -3 1 (ди әи\әи 
ШИЕЛИ, K 时 二 о] 97-12 МЕР КЕЧЕ! 


+=| Ë EA + 到- 


Ë 1 22 
с ЦЕ Ts 3z 


ar а=! Әх ayaz 3z? 


Že, Ž avaxu ди а? аъ ё 
+ 
z ayaz + azay azaz2 дудуд= az2 3azay 
Pu Zu 2 [Ë ди ЕЕ аё Pu 
{(#=-+ да+ э? + [и ӘуЭуд=  дкә„1] #\дудк әт? 


4.4.4 ”能量 微分 方程 
将 式 (3-4-13) 转 化 为 直角 坐标 系 的 对 应 方程 ， 将 p 作为 常量 ， 有 
2 2 2 
19-те да+ [pt (p+ vp [pir,+ (1 %)>] 
将 式 (4-4-2) 代 入 式 (4-4-21)， 进 一 步 整 理 为 


ә ( у? ajlo y 2 v), 2 v 2 

5) нна) ноо) ноо - 0) 

= VVT+tontfrrtf pr +Plr+ gr, +)] 
式 中 ，v,，v ЕК; о, о, ERE. 


v=u tv и? 
х2 = ul+ у + ш? 
依据 式 (4-3-49) 至 式 (4-3-51) 可 得 
-2_ [2w 28] , 22 [ди ди)? 
Боа аби а реи) 


EX 2<1, ж 


同 理 : 


NERSE -М ШЕ]! 


(4-4-21) 


(4-4-22) 


(4-4-23) 
(4-4-24) 


(4-4-25) 


(4-4-26) 
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2- |22 аш) (4-4-27) 


单独 推导 РГУ + gS(v, 一 »)] 项 如 下 : 
V-Plv+ (у, v)]= V: P. y+ 95 V. P(v,- v) (4-4-28) 

式 (4-4-28) 中 第 一 项 推导 : 

ViPrv = У [рі + pj t pk)it (prj + Р] + РОЈ + (рй + Paj t Pokk] (ui + иј + uk) 
=V° [pdt Paj + Pek) ut (pf t pj t pk) vt (р 1 + pj + pek)w] 
Үе н ма ле Ыы ОИНИ 

(рын + ро p+ paw) + (Dut + рл t руло) + Э (ан + рор + puw) 


2, ди, ӘР, az ӘРы, дш, ? ди, Ра р, до 
Thrgr ч or TPsaz T" Әх Paart Y or Paay t" 
ар, әш, ӘР. ðu, ӘР аъ, 9 
w m ы ы 
tv y theay tw oy Paart" az + Роза gr + ры 


2 2 
е ди\ди -324 žy аъ ‚ди\дъ (B) 
-| Pta ittul- 26 922) telaz t v| az 


2 2 
a аш) әш Žu дщ ) 
а + ay + “| әу? * ахду 
Zr дш +22) аш 
+[- = р+2р +20 55 +p ду tz ay 
сы з ди вај + 经 | av, 9w)av 
у? azay e ə= t up 3: Әх / * МЕЛЕР! 


ш, (ар) ш 
зш. az 20 az 


fy 
taraz 


Pw 
aw au)|aw (52+ 
жа СЕ ет 
аъ (-2 
aylay +”? 


+ wp 


+ 器 fe). (-p+2u 58 az (4-4-29) 
qaspa = TES 
A dt or bi 

на 

EG 2 + ir Е ss) + 1 1 Pe: +580] 

ee 


E + ++ {+ AR A шк] 


=- es. [сы ++) с + 5и] + poj + pok) 


1092.22 + (pa + э] + Dek) 2ш + ш) ] 


= Р iZi Zy ža) 


. 60 ` 


工程 素 ( 消 ) 流 力学 


[фәл + ]+»„1 т АБЕ): 


+ [о l| 98). (5858). (зш, “у 

+>. цан, ед|.) ETSEN 
a -#2 СИКО 384 ++ 全 (器 + 281] 

+зуГ |+ де] + | 22.39] + #а[дш 2w) ] 

+ [и еза). Вааз 2u) + 2a ( aw „ әш) ]) 


=- [1 (58+ СЕ +05» + тәре] неет) 
aHa, 9155 58+ а azat ayt + Rp) +t p+ po) 


aija, Црн, за 3w [2 Zat + 20.) + (pe + Ppt Pa) 


z v\ 3z ra 
2-1(2ш F 
Эхш\дх * ] 


2 2 
у 1(әи +2) әр у Pu E du Pu Zw) 
-- 511 ду дт [-2 +2 3 tp а у? zay az? təzə= 


talar з ЕА Е ferfe ПЕЕ 
5 + +28), ЙЕ 25 КИ ШЕ; зи)? > (32) ]} 
Baleg) аш) + [ee [28] - [28 2ш) 

2 2 2 
+1 +2#)[- + $+„[9#+ э. ++ g 
няе (B+ 5] сыа 


+ („022+ 5) е laz +9)]) 


31 аъ), [> а ц? 2x) 
Jz laz ae p+2p ou Эур\дт * Эк 
зз дш) + os[pe az + 到 
+{[ + =] olor (32) - [227 28]]) 
ә 11av +=| +1 (2 +3) fy (227.2 Pu дш? da) 
3z vlar tor 3z27 әу: * 2225 


2 „аша Бн w, Pu Pw v ] 
+ #3|2e* [ Әх az? * 3y ay? T (a +Эшдл ay? әгә 
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.61 ` 
_ap зш) А 2w +в) 2w)? _ (22+ ди) 
Ит. = +28 + ах +o? [we (9: “ Jz 1) 
1 (дш „дш аш afa гш +в) + [а (2 w)? (22 +22) ]} 
SS +ø ду! С /\ әу az 
дш да), [= = 1(#ш + aw)} 
AA э+2и% azjazuwtar+ay (4-4-30) 
将 式 (4-4-29) 与 式 (4-4-30) 代 入 式 (4-4-28)， 然 后 将 (4-4-25) 至 式 (4-4-28) 代 入 式 
(4-4-22), WA 
2/2) ара аи дш дш 
921217 23atay ar дт az ay 
ç 3. 8 2_у до до, дш дш 
ty v[。 tu tw -2\3yt3z 3r ar ду ] 
v 2 Ë ди ‚дэ до, дш дш 
+2957 V|əy * дк ərə +2 
iPr ат, әт 
= А 65 + 
p |əz2 ау? + fu + fyt fw 
-#,[,. 1(3 经 ] + £ a+ 2x) 4 5 әш 
2007 u\ðy az Әх dz 
ә? 
рә ди 2u | ар Zs) az 3v Es, 2и) 
a К ааз * Сш +092 tay] эт ayaz 
дш 2u) 2w e) ди ,av s, 2.) 
аа ах! Әх PE akoz tv|əy tag] tay 9лду 
Ê wy 2 
-24 ао |ә КЕ? Š) aw 3v) ðw (5 +Z) 
+ +2› ду dy ty 229.20 әу? +y ау +эх ay t tazəy 
и ‚дш\|ди ди ‚дш до үдш\дъ у + Žw 
+ а= әх јак "лах Әх] "\дк ду/дк * „(25 1 ayoz 
таб) 下 
+ р +29 921+ +2» Ет а= t2 91? 
ди Pv Pu x 2r (оез диги) 
t F ЛАУ tp 2 1ayay2 azaz? 
Pu ёш, Pw } au 212 2u) 
APN ze 912 Irit ] +| -p+t2pas)azulas tar 
ди 2x) 1 Е Е гь) 21(2u ди) 
+ 人 Эу dx + [м ау) Т #ləy az 183 ду а= 
ди 2w) 2 (2) = ди ‚дш | 
+ 人 де ду + pi [pe де! Aas ах ] 
1 2212 в)[- ap av (25 Pu г» Pw 
tolartazll əy +23 ay *#\ az? дудх az? Әуд= 
1 “azau aa Pu, Pu Pv, Pw 
up a- az2 3y3 工 ”az2 Әуд= 1 


vg > теж(ж)йл# 


ду ди) Ні (2 z)? [22+ ёи) а 195 а) 
+ 人 ас ау! Ps [ы 9235131320095 əz 


+|-»+эн 4) 221022 95) + [е +®ш) A[ [29 (220) 


az 3y 
31 дь дш) p [әш 2w { (że w, Žu ‚ёш w. Že) 


ðzv\ðr az ar Әу! \#\ 3z? 9zar У azay 

Р 2 
+ не (де +”) - а Эт ы #2)] 
+{-@+®е))+{бе+) + tle [22] -„[ +4 )]) 
FACA «ива 0-8 ШЫ 


ә1[аш әш), ИГИ” 
дуто\ ах * ду -»+2 58) 21. 5y Ш 


式 (4-4-31) 是 直角 坐标 系 不 可 压缩 测 流 运动 能 基 微 分 方程 ; 当 定 常 流 时 ， йа. 


(4-4-31) 


4.5 ”可 压缩 灌流 微分 方程 组 


可 压缩 潮流 的 特点 是 渴 旋 微 团 温度 T,， 密 度 p, 与 周围 流体 不 同 ， 但 其 压力 与 其 一 样 。 
据 此 ， 有 


= 红 


б=т (4-5-1) 
涡 旋 温度 变化 为 
T,=T+(To-T)e 5% (4-5-2) 
式 中 ， 设 To>T, B 
T 一 一 连续 相 温度 ; 
T 一 一 涡 旋 温度 ; 
Tu 一 一 涡 旋 初始 温度 ; 
В, — Жжж; 
F,— Шат. 
һа, 
В, = е (4-5-3) 
r-i (4-5-4) 
PE 5 
a=, (4-5-5) 


4h 一 一 表面 传 热 系数 ， 单 位 : W/(m?*k); 
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d, 一 一 涡 旋 直径 ; 
:一 一 涡 旋 产生 到 消失 的 时 间 ; 


4 一 导热 系数 ; 
< 一 一 涡 旋 微 团 定 压 比值 ; 


4.5.1 连续 性 微分 方程 
依 式 (3-7-2) 体 现 了 质量 守恒 ， 运 动 为 可 压缩 流体 ， 则 它 变 为 连续 性 微分 方程 : 
V-(av,+v)+ [gla-1)+1] = (4-5-6) 
av а 2ш) [2 s, ә Н ач 9ч) 


(e+D [+ (д Әх ати aas tayvlar əz 
AEAT дш 


1+ (еба) +10 2 10220 (4-5-7) 


4.5.2 动量 微分 方程 


将 式 (3-7-6) 转 化 为 直角 坐标 系 下 对 应 微分 方程 ， 首 先 将 连续 性 微分 方程 (3-7-2) 代 入 
式 (3-7-6): 


D 
Фо) + 9 Blon- е) tv p тубе —р)—,ру—э„рУ+»=/[фр,+(1-ф)р1+ УР 


(4-5-8) 
用 式 (4-5-1)、 式 (4-5-2) 消 去 p,， ukasa 
D D | T D T 
Bte B Ene) +в (6-8) -> „к TO Vve 
=y[y 和 你 +(G1-p)p]+v'P (4-5-9) 


р» т», Д [ т», u 7 
PD ty р2+ +e [= (To- TPF ” J PL-T- Tr "]D; 


+w P [i -|+»[1-2|Р2-›,5- (vvV)rp 


=p[1+ [oFE-1)]+ vp (4-5-10) 
全 式 除 以 p， 近 似 取 To=0， 则 令 
7=1+e B, (4-5-11) 
当 To>T， 取 (+ ) 号 ，Ta< 工 取 (-) 号 。 


D+ >02 рр. b,j (2, 2р +. Bli- "ur m 


+ 64 + теж(ж#)йл# 


-n 2р (оуу, [+ (2-2) ] +250 (4-5-12) 
当 3 为 常数 (具体 问题 )， 则 这 | 1- 1] =0， 将 式 (4-5-12) 进 一 步 整理 为 
B+ 10205-9) +o gli -并 "+ eD|1,.- ee —”)}Ж- (v-V)v, 
ЫЛЕ -э}]+1%- Р (4-5-13) 
ГЕ 
В» (е 00,9) 102+ (2) Су, +1) 29р 
(4-5-14) 


转变 为 只 有 连续 相 变量 方程 ， 则 为 
(р 05 [10025 +9); +1 1 АСЕ 1 аш, зш), ]De 


ау де Т az ау! рг 
енча танара 


бу) (Cuit vj + wk) |+ [28 ayt у + ++ Laes ge к]) 


=f] [人 -1)]+ 1-2 æ sasa Sea" Ha riie, + 到 | 


1 


ду до дш, w) - (2 Pw u 
ar рея az tras -a| azay* Шш +ЭтӘв * әх? 
ap v_2 [ Žu Pv, дш +z) 

+Í ду +2 ay 2, 20у v) +a|3yəz 223 təyəz + gz 


1 ‚(ди Pu Iw Zw) Pu Pv, Pw av ] 
- + + + 
+ [2р дуре ду *аудх! _/\дудх arz Әуд= əz? Jİ 
ә Pu Pw, Pv Pw 
. + + 
[-32 +24 2 -2, 2. (У + [Z әд? * Экду' әу? 


2 „аш Pu 2v, Pu Pw, Pv Pw ) | 
е [2м БЕРЕМЕ! +#>=)- Кнез ]j «әлә 
按 三 个 坐标 轴 列 出 : 


ди 2u, ди, ди _үуу1[ди,ди\1Ор, [1_ 
КМЕТ (1021 Р ++» (3 1) 

ди ди _ ev д 1(#и ‚у. z 1(2u 
Lai a 7 29:Ги\ду +3)]- Cr vi[。 ay 二 +58)] 
要 is | эр az 2 [Zs Pu А Pu) 
= А 7! 1- 9+2» 902 -2,2 (Уту) жу әу! ахї 9удт  Әдкдт 

2 ди u Iu ди | _ (ё ди Zu) 

tlw (бан + Жы) әу? * a ayaz * Әхәт ] (4-5-16) 
Әу, дь, ðv 这 122. а) 1рр L. ) 
et tia t ny tw 如 -(p- Dol ta p Dr * (1-1 
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Lapas -paal (l-e [2722 92) 


Žo Pu о Ze) 


Selaa -22 o Že -PZO 


рду ау әх? az2+azay+azay 
3 | равага), A = S+ 22)) (4-5-17) 
бш + «ш + „ш + ш #ш-(,-ук1[дш 2w) ре, о) 
aaa seyal Ше. ЛЕ ег |] 
=f D+[1- 1]- -22 +082, Šv. С že zx 


[aww ‚аш гш (= + gm „ёч ш) (4-5-18) 


[а (о. ay 37a= —*\929=' 3ygz әү? әу? 
式 (4-5-16) 至 式 (4-5-18) 是 可 压缩 滑 流 在 直角 坐标 系 下 的 动量 微分 方程。 
4.5.3 动量 矩 微分 方程 
将 式 (3-7-2) 代 入 式 (3-7-8)， 则 为 
二 (rxpw)- (хр). Ll D +í- DR + ру: »]+а- PEZ + (rx уу. v 


Sexia- el ve (rxP) (4-5-19) 
r 是 参 变量 ， 化 简 它 为 


rx D (e) + ех Шр, )]- Сех») [е Beo] -xr Be (нхо ry» 


=ғх[ф(0,- р) +р])7+ У+(гхР) (4-5-20) 
消去 p,， 则 为 
工 T 
х 20+ вех рое») | crx) [e Ф -1) ]- сехр 
-[rxey-y)]Y'w=rx[p(p,-p)+p]f+V'(rxP) (4-5-21) 


利用 式 (4-5-11) 消 去 T， Фа=1, 则 上 式 为 


rx (pRB rv De) + ехо а-э) Са», эр2 ]-(хэд[ (а DR -Be 


De 
ee v=rXpll+(ga-1)]f+V'(rxP) (4-5-22) 
BRU p, SA 
ЖЕЛЕ arx [Bn Can ду ]- C дуба -1)-112Ё 
хб) ә) х ба -1)0]/+ у (ех р) (4-5-23) 


按 三 个 转轴 分 开 列 出 : 


66+ теж(ж)йл+# 


аг +? ау! Yaz" ор: 
-n(n 9-28) -vfr раш, аш), D122 ә») 
tefta D(z Tsat 9) ш Эх әу! "+ Dro laz әх ]) 


оиа уде 
1(9 ‚дш аш 


зар ци #ш) + 32 1 ёш +aw)] 
«21. 21 twazwla ду 


Ыс МА 31[3%, аз) 21192.11) 
9920092)  ?дуо\д®х 3x azvlar ay 


Pw Pw 2 2 1 2 
w Мы эЛ ЛЗ 32 


Д ашё дш Fw ё 22 )]|- „8 ЕСЕ 1 ёо _ 


2 
tp [ze araz2z+ayayaz| _ +13 әу? `3дудт zdz 


2, „аъдо А Т že) ) 
ШЕ Luz 7509222592 ] (4-5-24) 
гэ „дз, „дв дз уз Рә) _, (аш, ийш, уйш адш, шь 
"шер ppDt) "= ДЕ. зе зу az * рррі 
_ аш) Г D1 ди] -。 1 (2ш „9ш эш 
tofia о, g- rs at [= ду a 22 ] 
= (r= по) Себа - 1) 0) De 


-+(,[ 2-1[ди 3u), 2-1[ди 9и), 2u, 2u)] 


2 “Jzulðy az КЕТ ду дє х 21 ду + әх 
А [ а 1(9ш.9ш) + (2ш, ш) + a 1 [ёш „ёш | 
"104 Jzrw\ðz 9 "Бн twazw ay 


22u Pu Фи 1 Pu 

+001064, 57) +10 п, 52, 92 +, ананна) 
аиа?и ‚ди 2, žy Žu -# = |])- d 

У +9=9у- ауәх Б? 


2 Pw 2 ш 
+ е (OE тену 


3 3z? 
1w ,Žw_ w) + iD efe аша? дш дш 
39z9y Әхду Сл to L2» araray әу ay? дхдхд= 
ёе, Dw ‚дш Pw _ Pw ёе |]| (4-5-25) 
azay әу? Əzəz 3y3z "9" 
vDp) (аи, ди, 2u u Dp 
АР 3z +p Dr] lart” azt? ау t = 55 +600 


+(0-0(,92- „2-2, DI үза] pi а) 
- (w= пу) lga =) 10) 02. 


-+n [u pH- Бы 9_1(дъ +) +w 2i? з] 
2017504 azu lz az дут\дт az Әх ъ\Әх 3z 


а 1 (ди ди) 9 1 (a +2) 3 1|2u 2) J} 
+ + +I E 58 + 6 
“Эхти\ду Əz] “дуиш\ду az/ wazuldy az 


- r, 
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=й+(Ф-1)]у,- 2+ І әр _ др „ё 


„ёо 226, 12v Ez] 
EA a 


ү tal 33221 39y9z дуде 


g Д аъды adaj, 2o) ]] -= 2zu 1 zu „ёч +=] 
+3 | 2м ә. 2,2 + ayƏyəz {+ azay v| 33:21 33z9 + 212 +2595 
2, „[ди Pu диди Pu Pu 
+ [2и Кылы Б г (4-5-26) 


式 (4-5-24) 至 (4-5-26) 就 是 可 压缩 渍 流动 量 矩 在 直角 坐标 系 下 的 运动 微分 方程 。 定 常 
流 时 ， 去 项 中 2， 丝 ，32，3 业 有 关 项 。 
4.5.4 能量 微 分 方程 

依 式 (3-7-11)， 有 

o Blode 2) Jale, + |. е [+ |] +05 jy: y 


= У (АУ Т) + qat f'(go,V,+ pipV) + YPC V,+ pV) (4-5-27) 
将 式 (3-7-2) 代 入 ， 有 


Vis = -Ho$ D + (1- )02+ ру: v] (4-5-28) 


Ble es + 引 ] 1-(.+%)1 pa- Drev v]+a-oRl 4.+1)] 
д.1). у= У: (АУТ) + рар + 7: [фр,У,+(1- ф)ру]+ У: Ploi V,+ рУ) 


(4-5-29) 
化 简 : 


Blet) [ео [2-2] vto Bl, |. 8) - |+ + 32)] 
олген л 
= у (АУТ) + pgR+f [gp V,+ (1-p)oV]+Y-P-lp3V,+(1-93)V] (4-5-30) 


Жо, = 07, = T, ест, КА. 
Я 


B [| r+ )]+ [т-ти у] ру: v+ Т(у) 
тат) Вет то (т) 
АУТ) аа о[у, v] усве ГебСУ, у) У] (4-5-31) 


W =a, T,= (T 代入， 则 有 


та IRRODADY 


Вт) [ата-чон резу Вто) 


у? у} р У?) р, 

(от) helare t] Вета (ттн) В 

= у (АУТ) + да+ оу (ау, V)]+ V P- [pi(V,-V)+V] (4-5-32) 
进一步 整理 为 

PD [r+ X) +» ОГаб-‹,т+4(а®Уї-у]+[‹,а-фт+4(%°- УӘ] русу 


аот + отте) (оте 8) ]- (чр) 8 


= у (АЎ Т) ++ olV+ (ау, У) 1+ у-р-Ге8СУ,- У) + v] (4-5-33) 
除 以 p， 化 简 整 理 : 


Dl r+] +e ау етиу) [а-та v5]v-v 


[ene -DT + е0 ра 


=$ CAYT)+ art f [V+ elav,- У) 1+ 1у-р-[е80У,- V)+V] (4-5-34) 
化 掉 式 (4-5-34) 中 的 V?。 式 中 ，V? 是 连续 相 标量 速度 ， 其 值 为 


1 уз}рт 


D. 


人 (4-5-35) 
у? 是 涡 旋 微 团 标量 速度 ， 其 值 为 
Vi=ul+ul+ w? (4-5-36) 
由 式 (4-3-49) 至 式 (4-4-51) 可 知 
ди 2u) 下 аи 3u) у? [ди ди |? 
а= [0058 +98) ] = 42-050 +98) + ги 28) (4-5-37) 
取 近 似 值 
2 а 
a= e - [22 + 52) (4-5-38) 
同 理 
= 2 - [32 + 29) (4-5-39) 
ww- (55 u (4-5-40) 


将 式 (4-5-38) 至 式 (4-5-40) 代 入 式 (4-5-34)， 则 有 


ди au an Ә 
Ble T+A? + 2w) |+ 1 [а-л ++ )-®| +++ о 


дш 2w) |De, 1 (Gegee +++ ш) 
++ бш) РЕ +» BLe-Der tu- Əy ас ағ əz ] 


жан 直角 坐标 系 流 体 运动 微分 方程 组 ` 69 - 


lla-oG2+ otu?) [28 24.90.20, аш, am 

+а- ета a)(u +v +w) Е = Эт t Jet azt ay )Jv КА 
е ро 1 пваа?) y| 2 98 + Э® е „Эш дш) Do 

+10 а) тт ору Ута) Ан ш Ве 

ат, ёт 

А 


әх? ау? О т. у? | 


уу ауд az ру av (ао, аш| 7] шәр 
+102092 e) е-е |+ ш] p az 
422 2 Pv 2 а гъ РА Pw Pu)] һәи 
= = + w| = Е 
Зах? 3ayaz 39z9r дудт Әд? әз? едх 


Аби _ 29у 2aw) gu + ду ди\дъ + [9+ аи)аш 


39r 33y 3де EMEP 252 


ov pov 
"P әу? w. Z=)]- P ду 


ги _ эз | o| -22 42) 2 2 


[ 
[ 
[ 
_ 2ди ‚4д® _2дмш\дъ (ди azlau [дш дъ\д 
[ 十 十 + 
[ 
[ 


tr gy? әхәу 33zay 322 39z0y 
Е _ wap 
ЖУП aar+30y 33sl|əytləytərləytləy +ar >] р дє 
Pw), [29,226]. [-2 дц _2 а?у | 422 ] -zaw 
мышы azgz) "az2 Әудх) * W| 3argaz 33yaz 3 Jz? р az 
-22u _ 22u, 49ш]дш + (аи аи +2 a ++ aw)av] 
39r 39y 3де Әх 1 
_у ifia u) [- 2» ia Aa afu ' 
2? ду 9511 par "3ar?z 3дудт 33z3z 
2 
_ b „| 4ди 29v 29w L| Z Zu) (8и EE 
+[ p ’\3az 3ду Зд ЇЇ Эудх Әд. ду дє A 
lləə әу) | | Žv гш) 2 (223) - (25 Pu ] 
tolas аж СЕ + [и azaz?) У\әх? ayaz] 1 
2u ди), 2 (87, av +91) 1 + у -二 [并 +2e) 2x] 
+ az+ay tofu әх) У\дх tay ШЕ təzəz=] laz * azl дт 
2, 2 2? 
1/2w ЕЗШЕ а. зк) ,le 2ш u ) 
+0 әх ду. ЕР + Ərəz2| `” + ] 
дш ‚ди (æ w)? [ә "P; že) L|2w 2w) 2w] 
{4 Эт L дк tle ar+az Б Ғәуәх) ¿laz + ayl әх ) 
2 2 
1 [ди ЕЗ +2) 1з): 2) 
tulay taz) Play aray + [и уау) У әу t zay ] 
ди 2v), 2 (2) _ [аш 2x) 并 [号 + -3 аи 2u) 2u] 
+ ду аг +е[м ау} "ау az ] +әгәу +в ду] 
11au av а 422 2 и 2 Pw 4а 2аи 
+ + -22. +, -24, u 
v\gr Iz еду 33y? 39zr9y 39z9y e 33y 3az 
-22w) J[4 г» | 25а.) -三 (站 +22)22], 1{#= sau 3w BE аш ао 
3 әх) 1Съ\дтду azay Әх * azl ау Экду 
4 алы _ [аш дь 2w ‚дт|, 2f [әш\2 
+: [24 тз -| taray +f» (=) (=) 
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_ (аш „д® ШЕЕ „ёш -1| 2w 2w 2w), 1 б ёи , Pw 
Уау д Эду! әу ar эу ay әу azl” 22+3azaz 
2r, „[аша?и |- ‚(+ Pw) ]+ {> аи ‚дш (7 

+ [и (PE azaz PEE +l и 1а 

А (+ дш ШЕ Pu +) -1 1 (ач +в], "E 双人 人 Fw 
Мах ar u\ðyðz ә? 2\ду azj az Әх дє 22+ дуд 

avv Žr w ПЕ КЕ 2 (=) 

ШЕ (5225 -o| 322+ дуд беш] + [a де 

= ТЕЗЕ a Že z) - Lg Ж h дш ,aw 
az ду 9z9z az? Әх әх! әх Әх ay 

[-22 + 4002 Tu 22), [- ‚[4®=- 24и 22u) ] 
paz *\3 3z? 3argz 39yaz (25 3az 39y 


1| w ,9 1 [а дш\д 
b Zer eb а] (4-5-41) 
式 (4-5-41) 就 是 可 压缩 油 流 在 直角 坐标 系 下 的 能 量 微分 方程 ， 当 定常 流 时 ， 可 去 掉 含 


а 
5 项 。 


т 
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本 章 讨论 充分 发 展 湛 流 管道 (限定 为 定常 流 ) 以 及 不 可 压缩 流体 运动 。 研 究 内 容 为 图形 与 
矩形 管道 断面 速度 分 布 、 涡 旋 体 积分 数 o 的 计算 方法 、 沿 程 阻 力 损失 计算 公式 。 


5.1 ”灌流 圆 形 管道 断面 速度 分 布 


贺 形 管道 清流 运动 为 一 维 流动 、 一 元 变化 。 依 据 第 4 章 导 出 的 水 流动 量 微分 方程 
(4-4-10)， 结 合 具体 问题 ， 忽 略 重力 影响 下 ， 简 化 为 加 形 管道 清流 运动 控制 微分 方程 


2 2 Ê 
1-%#-[а- p3) +в) ]8%: (5-1-1) 
边界 条 件 为 
ul,-r=0 (5-1-2) 
du| _ 
| (5-1-3) 


式 (5-1-1) 至 式 (5-1-3) 为 二 阶 非 线 性 常 微分 方程 组 。 用 自 创 的 “逆向 法 ” 
对 其 求解 。 为 此 ， 先 将 其 化 成 无 因 次 方程 组 。 如 图 5-1 所 示 ， 取 


nR сае (5-1-4) 
将 式 (5-1-4) 代 入 式 (5-1-1) 至 式 (5-1-3) 组 成 的 方程 组 ， 则 有 
к,=(1+к, 4% ёр (5.1.5) 51 жатан 
Ulr-1=0 (5-1-6) 
dU = 
dR |, -, "° (5-1-7) 
RF: 
2 
ka= Е (5-1-8) 
2(1-@3)zu T 
625 
Ks=— 20 (5-1-9) 
(1- 93)ro 
根据 边界 条 件 ， 选 择 边界 函数 为 
U'=1-R° (5-1-10) 


则 待定 函数 为 
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U=7(1- R’) (5-1-11) 
将 式 (5-1-11) 代 入 式 (5-1-5) 得 
Ki=(1+K,72R)27=4K2Ry +21 


解 
4K,R1 +27- K,=0 (5-1-12) 
得 
K 2 
1= 了 = 一 一 二 一 一 业 (5-1-13) 


4puvo(1— 93)dz 
将 式 (5-1-13) 代 入 式 (5-1-5)， 并 有 因 次 式 ， 得 


=——1—у-%(,41-,) (5-1-14) 
“ 4p(1— 3)%* р 
式 (5-1-1) 至 式 (5-1-3) 组 成 的 方程 组 还 可 以 用 直接 积分 方法 求解 ， 将 式 (5-1-1) 进 行 第 
一 次 积分 : 


artas [(1- eb +e 39% Ja 
利用 边界 条 件 式 (5-1-3)， 定 出 c =0, W 
z- =a- bw. g [48] (5-1-15) 
由 式 (5-1-15) 解 得 
-— t (5-1-16) 


du ~r .dz 


= 一 一 二 一. 5-1-17 
ramara ‹ › 
对 式 (5-1-17) 进 行 积分 得 
а= 4 te (5-1-18) 
4(1- g3)dzp 
利用 边界 条 件 式 (5-1-2)， 定 出 cz: 
2 
a |= s (5-1-19) 
401-3) 
将 式 (5-1-19) 代 入 ， 得 
21 ЧЫЙК 7 
и= (re= 7 ) (5-1-20) 
4u(1- р) Ем 


式 (5-1-20) 与 式 (5-1-14) 完 全 一 样 ， 说 明 “ 逆 向 法 ”是 可 行 的 。 式 (5-1-14) 就 是 有 压 管道 
圆 形 断面 湾流 速度 分 布 公式 ， 当 p = 0 时 ， 与 层 流 圆 形 断面 速度 分 布 一 致 ， 说 明理 论 正确 。 
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9 值 的 大 小 反映 淇 流 强度 ，9 ESK, HARE u 您 大 。 这 就 与 物理 现象 吻合 。 


5.2 淇 流 圆 形 管道 涡 旋 体积 分 数 o 的 分 析 


在 第 4 章 结束 时 ， 讨 论 滑 流 运动 微分 方程 组 封闭 ， 尚 留 下 一 个 未 知 函 数 涡 旋 体积 分 数 o 
没有 解决 。 由 于 它 在 处 于 某 一 流 态 下 是 常数 ， 具 有 参 变 常数 的 性 质 ， 所 以 在 推导 速度 分 布 时 
把 它 作为 常数 处 理 。 贺 形 满 流 管道 断面 速度 分 布 已 经 导出 ， 要 应 用 它 ， 必 须 解决 p 的 计算 
问题 。 


5.2.1 涡 旋 产生 横向 运动 的 条 件 


在 第 1 章 边 层 流 理论 分 析 过 程 中 ， 曾 谈 过 涡 旋 运动 分 为 3 种 形式 : 一 是 紧 贴 壁面 就 地 旋 
转 的 涡 旋 运动 ; 二 是 边 层 流 区 内 一 边 平移 一 边 旋转 的 成 层 运动 涡 旋 运 动 ;三 是 活路 在 边 外 区 
( 漠 流 区 ) 除 旋转 外 ， 还 有 沿 主流 方向 平移 与 垂直 于 主流 方向 运动 的 涡 旋 ， 称 之 为 具有 横向 运 
动 分 速 的 涡 旋 。 

具有 横向 运动 分 速 的 涡 旋 ， 其 产生 条 件 有 3 个 :产生 这 种 涡 旋 的 地 带 ， 速 度 分 布 必须 
连续 可 导 ， 而 且 速 度 梯 度 有 一 定 的 强度 ; @ 必 须 是 有 旋转 的 流体 微 团 ; @ 微 团 周转 具有 相 适 
应 的 绕 流 运动 。 此 外 ， 壁 面 粗糙 高 度 形成 流 层 弯曲 ， 当 涡 旋 微 团 经 过 它 时 ， 受 到 离心 力作 
用 ， 对 涡 旋 产 生 横向 运动 ， 起 着 瞬时 推动 作用 。 


5.2.2 涡 旋 产生 横向 运动 地 带 


如 图 5-2 所 示 ， 壁 面 粗糙 А, 处 ， 因 断面 缩小 ， 速 度 分 布 形成 的 速度 梯度 比 周边 点 也 
大 ， 而 且 各 点 不 同 ， 最 大 发 生 在 边 层 流 界面 上 。 


图 5.2 涡 旋 产生 横向 运动 与 其 频率 确定 示意 图 


紧 贴 壁面 上 流体 微 团 @ 以 平均 速度 全 部 转化 的 旋转 而 就 地 转动 ; 微 团 @ 一 边 平移 一 边 转 
动 地 前 进 ， 但 它 不 具备 绕 流 条 件 ， 无 法 引起 升力 对 其 作用 ， 也 就 不 会 产生 横向 运动 ; 微 团 
有 平移 与 相应 的 转动 ， 周 围 有 绕 流 存 在 ， 具 备 引起 升力 的 条 件 ， 而 且 该 点 形成 的 速度 最 大 
再 加 上 离心 力 的 促 动作 用 ， 在 某 一 个 流 态 下 ， 使 其 在 垂直 于 主流 方向 受 的 力 足以 克服 自身 的 
惯性 力 而 产生 横向 运动 ， 从 而 脱离 所 在 流 层 ， 进 入 外 边 的 边 外 区 。 通 过 上 述 分 析 ， 得 出 涡 旋 
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产生 横向 运动 的 地 带 是 在 边 层 流 界面 上 的 结论 。 
5.2.3” 涡 旋 产 生 横向 运动 的 频率 f 的 确定 
涡 旋 微 团 @ ， 脱 离 所 在 流 层 ， 使 该 层 出 现 裂 断 ， 造 成 不 连续 现象 。@ 向 斜 上 方 运动 ， 所 


到 之 处 ， 都 会 形成 瞬时 不 连续 现象 。 这 样 ， 原 有 的 xm 速度 分 布 曲线 就 出 现在 一 段 时 间 内 ， 
总 有 不 连续 点 的 存在 ， 使 得 在 粗糙 A, 的 顶部 失去 产生 涡 旋 横向 运动 的 条 件 。 


要 使 A, 顶部 再 次 出 现 涡 旋 产生 横向 运动 ， 必须 使 4m 速度 分 布 曲线 恢复 到 稳定 连续 状 
态 。 这 需要 一 段 时 间 。 从 理论 上 规定 速度 分 布 xm 曲线 的 范围 ， 这 个 范围 如 何 规定 呢 ? 认定 
涡 旋 微 团 @ 沿 法 线 方向 走出 自身 直径 的 2 f, 用 它 定 为 am 曲线 的 范围 。 也 就 是 说 ， 当 涡 旋 


微 团 @ 沿 法 线 走出 24, 后， 则 xm 曲线 重新 恢复 到 连续 状态 。 因 此 ， 它 又 能 全 A, 顶部 涡 旋 
微 团 产生 横向 运动 的 条 件 。 这 段 时 间 可 以 依据 涡 旋 横 向 运动 速度 u" ЕШ 24, 来 得 到 。 那 
么 ， 在 ls 内 ， 在 А, 顶部 产生 横向 运动 涡 旋 的 次 数 ， 即 频率 f， 就 可 以 由 下 式 表达 : 


oy 
f=2a, (5-2-1) 


5.2.4 涡 旋 体积 分 数 o 的 计算 公式 的 推导 


从 图 5-2 可 以 看 出 壁面 粗糙 对 涡 旋 产 生 横向 运动 的 影响 。 当 层 流转 化 为 灌流 时 ， 首 先 ， 
最 高 的 粗糙 起 作用 ， 随 着 洪流 度 增 加 ， 边 层 流 厚度 $ 变 薄 ， 一 批 高 的 粗糙 进入 边 外 区 ， 失 
去 作用 ; 较 低 粗粮 出 现在 边 层 流 界面 下 ， 开 始 对 涡 旋 产生 横向 运动 起 作用 。 依 此 类 推 。 

9 的 定义 如 下 : 


K ,3 
Bam S 6% 
?= 流量 一 (5-2-2) 


= 2 
4 voDo 
RH, n 是 速度 v 的 壁面 上 能 产生 涡 旋 的 粗糙 A 的 数目 。 在 粗糙 密布 情况 下 ， 同 样 高 度 的 
粗糙 A， 只 要 其 中 一 个 在 某 流 态 下 产生 涡 旋 ， 周 围 的 其 他 粗糙 就 不 会 再 产生 涡 旋 。 因 为 涡 旋 


产生 横向 运动 是 受 升力 作用 的 ， 而 引起 升力 的 一 个 重要 条 件 是 涡 旋 周 围 必须 有 绕 流 。 所 以 规 
定 其 绕 流 范 围 为 24,x2d,=4d?。 由 此 ，n 可 以 写成 : 


п= 0 (5-2-3) 


将 式 (5-2-1) 与 式 (5-2-3) 代 入 式 (5-2-2)， 则 有 


esas" (5-2-4) 


式 (5-2-4) 表 明 涡 旋 体积 分 数 p 与 涡 旋 横 向 速度 x "成 正比 ， 与 管道 直径 D 成 反比 。 
将 式 (4-3-27) 简 化 ， 可 得 
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a" езиш), (5-2-5) 
结合 管道 特点 ， 涡 旋 产 生 横向 运动 速度 u* 的 位 置 在 边 层 流 界面 上 ， 而 它 正 是 断面 平均 速度 


vo 与 断面 速度 分 布 曲线 的 交点 。 这 样 ， 式 (4-3-27) 可 写成 


ај} a 
u -su| а (5-2-6) 
由 式 (5-1-20)， 得 
du SEP a | 
= (5-2-7) 
dr lrer, 2ш(1-р$)%* 
将 式 (5-2-7) 代 入 式 (5-2-6)， 得 
т} dp 
u" =3w — КЫ (5-2-8) 
ж (1- 3). 
RF, rs 可 由 式 (5-1-20) 计 算 ， 从 而 
2 
harg e eaen (5-2-9) 
dz 


将 式 (5-2-9) 代 入 式 (5-2-8)， 得 
_ 3 æfa Se, (1 - 5] 


(5-2-10) 
z 
42(1- p3) vo 


u 


将 式 (5-2-10) 代 入 式 (5-2-4)， 得 
3 Ф 20р _4 е; ] 
101830 а: 170 az 409001 Р?) 
= р | о л (5-2-11) 
4p?’ (1 - p3) vo 
在 具体 问题 中 ， 式 (5-2-11) 只 有 ç 是 未 知 的 ， 其 他 都 是 已 知 数 ， 因 而 可 以 计算 出 ç 值 。 
为 计算 方便 ， 将 它 分 为 y y 5 


эу=12р[4и%(1- 83)2vo]g (5-2-12) ? 四 
»=1®1к(з›е 2,2924 G= 5 ]) 


(5-2-13) 
分 别 计算 y 与 y,， 绘 出 y 与 y, 曲线 的 交点 ， 其 就 о + ? 
是 ? 值 ， 见 图 5-3。 > оз 计算 p 值 用 图 
如 图 5-2 所 示 ， 稳 定 连续 速度 分 布 曲 线 nm 的 范 
围 是 由 涡 旋 沿 法 线 方向 走出 自身 直径 3 倍 距离 为 限 ， 则 该 点 重复 产生 涡 旋 频 率 f 为 


x> 
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у=! (5-2-14) 
产生 涡 旋 横向 运动 的 另 一 个 重要 条 件 是 涡 旋 区 周围 绕 流 的 范围 ， 若 定 它 为 
за„хза„=9а, (5-2-15) 
则 管内 壁 xDvo 面 上 产生 涡 旋 数目 л 为 
кроу 
п 52 (5-2-16) 
涡 旋 体 积分 数 p 的 定义 式 为 
nf а) 
о- ВЕЕ 76 (5-2-17) 
42% 


将 式 (5-2-14) 与 式 (5-2-16) 代 入 式 (5-2-17)， 则 有 
„= 81:7 (5-2-18) 


式 ($-2-4) 与 式 (5-2-18) 不 同 之 处 只 是 古 与 各， 究 竞 为 多 少 应 由 实验 决定 。 


5.3 圆 形 管道 江 流 度 的 确定 方法 


首先 确定 涡 旋 以 横向 运动 分 速度 u "在 准 定常 流 时 间 T 所 走 过 的 路 程 *”， 现 推导 如 下 。 
结合 管道 特点 ， 将 式 (4-3-27) 化 简 为 
up =12w си! (5-3-1) 
由 于 wu- 是 在 边 层 流 界 面 产生 的 ， 所 以 u =v, T 为 汕 流 准 定常 时 间 ， 流 态 一 定时 为 党 
数 。w,。- 在 圆 形 管道 中 为 w,， 因 产生 在 边 层 流 界面 上 ， 故 w,-,。 涡 旋 产 生 后 ， 有 消失 过 
程 ， 一 般 很 短 ， 但 不 会 超过 4s。 它 所 走 过 的 距离 为 


= (Уе) (5-3-2) 
清流 强度 定义 为 
a= (5-3-3) 


例 5-1 ЕНЕР ЗЕК Som， 直 径 D 为 0.1m， 水 的 运动 黏 性 系数 "为 1.141x10 
m2/s， 运 动 黏 性 系数 и 为 1.14 x 10-3N,%ymz， 水 头 损失 观测 为 12.742m， 通 过 的 流量 为 
0.04m?/s， 求 其 涡 旋 体积 分 数 o 与 准 定常 时 间 T 各 为 多 少 ? 然后 依 此 确定 边 层 流 厚 度 $， 边 
层 流 界面 上 涡 旋 强度 w， 涡 旋 直 径 d,， 横 向 运动 分 速度 w" ， 传 播 距离 ;" ， 以 及 水 流 度 a". 

解 ”确定 断面 平均 流速 vo: 

_Q_0.04 
од 
4 


= 5т/ѕ 
р? 
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确定 压力 梯度 


d2 -12.724N/m° 
判别 流 态 ， 计 算 雷诺 数 Re: 


_>оР _5х0.1х10% 
е7, 1.141 


计算 涡 旋 体积 分 数 p， 由 式 (5-2-12) 与 式 (5-2-13)， 有 
yı =12D[4p*(1— 94)2]uop=48 х1.14®х107#х5(1- КУШ 


=4.36x10 "$ 


=з1.19х107%(1-%)е=0.32х107%(1-ф%)е (5-3-4) 
э =36 [和 poll ф%)]тк 
=3х3.1416х1.141х107® х 12.74[0.05? х 12.74-4х1.14х107°х5(1- ФТ 
=0.137х1072[0.0318 -0.023(1- 23] Tk (5-3-5) 
设 不 同 的 p 值 ， 将 计算 结果 列 入 表 5-1 中 ， 然 后 绘 成 相交 曲线 ， 其 交点 则 为 Tk 与 pk。 
Ж 5-1 у ® у, 的 值 
ya( Tr=1s)/ х107* 
0.0291 0.1356 
| onw 0.1515 
| влш 0.1959 
0.15 | 0.280 | 0.720 osis [| 0.077 | 0.2486 0.2165 
0.20 | 0.342 | 0.658 0.433 0.2284 
0.25 0.2480 
0.2617 


Hyo у, 绘 成 曲线 ， 如 图 5-4 所 示 ， 交 点 px =0.088，Tk=1s。 由 此 可 以 计算 其 他 各 值 。 
>> > 
0.3 
x 
0.2 
0.1 
Pr е 
0.1 0.2 0.3 + 


图 5-4 015-1 计算 结果 示意 图 (9x=0.088，Tx= 18) 
计算 边 层 流 界面 位 置 ， 由 式 (5-2-9)， 得 


тт&(ж)ял# 


2- sedi е) _ ‚_4х1.14х1079х5(1-0.0882) 
0.05°- 
12.74 
4 


0.0025 — 0-0228 x0.802  /0.0025-0.00143 =0.0327m 


边 层 流 区 厚度 ò: 
8=ro- rg=0.05-0.0327=0.0173m 
计算 边 层 流 界 面 上 产生 的 涡 旋 o 的 强度 及 大 小 ， 由 式 (5-2-7)， 有 


ra Ё 
ыс dz -0.0327x12.74x10-3 (аар 


4p(1— 93) 4х1. 14x(1-0.0883) 


_，_ 1 , /10x1.141x10™_ 2 [1.141 
=2r,= J; x2=2 ү 114 =o V 1.14 


= 1.009 = 210045 5 о. 0002m 


пяянне." ， 由 式 (5-2-10)， 有 


z 
3vTx 921,2 92 -4ш(1- 93) ] 
Еа тта ы! 


涡 旋 直径 ， 


2 
4p2(1- p3) vo 
- = 2 
31.141 107 х1х12.74[0.05° х12.74-4х1.14х107° х 5(1-0.0883)] 
2 
41.14 х107%(1 – 0.0883) х5 


— 43. 609 x (0.03185 — 0.0228 0.802) _ 43.609 0.0135 _ 0.5909 -0.035m/ 
16.718 15.85 16.718 s 


计算 涡 旋 垂直 于 边 层 流 界面 方向 的 运动 时 间 与 距离 。 由 式 (5-3-2)， 已 知 us = 0.035 
m/s, Жп = 25, WA 
s'=ug (e нет +е^#)ае0.035(1 + 0.368 + 0.135) =0.035х1.503=0.0526т>0.05т 
说 明 25 时 涡 旋 已 超过 轴线 ， 而 此 时 и "减少 为 0.0047m/s， 直 径 也 变 得 大 得 多 ， 转 速 已 很 
小 ， 近 似 消 失 。 
ЗР а", (5-3-3), 9 


DANNER И 
5.4 和 拢 形 管道 淆 流 断 面 速 度 分 析 


矩形 管道 淇 流 是 一 维 流动 二 维 变化 ， 由 动量 微分 方程 式 (4-4-10)， 在 定常 流 、 不 可 压缩 
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流体 运动 条 件 下 ， 可 简化 为 其 控制 微分 方程 : 
Лар _ 2, [Pu а? 2гаи (аи) әи ( 2°. 
142 (1-б, 7E] +e 98 [92[22] 28194] бз) 
分 析 : 选 断面 上 坐标 位 置 如 图 5-5 所 示 。 为 便于 数学 分 析 ， 将 式 (5-4-1) 无 因 次 化 ， 为 
此 令 
0-4 Ё=2 ї=ү 
代入 式 (5-4-1)， 则 
лан. 2 [[ H)? ZU ŽU], 2[6tv/ HY?aU/ FU) St 2U) | ŽU 
uden A AlE) ZUZU], [em Н) aY 29) + "(ар (55 ] 
(5-4-2) è 
令 
арн? 
6 
к,= Ht (5-4-4) + 
6uot 
к=” (5-4-5) 
则 Bss 原点 位 置 
2 [[H 22U ŽU], 2 зәр| PU uU 
ку=а-+®[[8) tzl (кан 强 29) +к,90 az? ] 6-4-0) 
边界 条 件 : 
О(Ү, 2)1,.,=0 (5-4-7) 
U(Y, Z)|y- = 002) (5-4-8) 
ги 
22 | z-o 7 (5-4-9) 
Y=0 
au 
3Y єз” (5-4-10) 
根据 边界 条 件 ， 选 含 待定 系 函 数 7/(Y，Z) 的 函数 为 
U(Y, Z)=n(Y, 2)(1- 22)(1- Y°) (5-4-11) 
2U =202(1- Y’) (5-4-12) 
ён =2л(1-Ү') (5-4-13) 
强 =277(-20) (5-4-14) 
ŽU 21-22) (5-4-15) 


аү? 


80+ TE 3) 


将 式 (5-4-12) 一 式 (5-4-15) 代 入 式 (5-4-6)， 得 
2 2 
K, =Gü- 5[[ Ë) 22a-25+2Ga- Y] + [K Ë] 2iya-22o+ Kg- уо] 


=2ла- b[[Ë)'a-z5+a-v5]+ae3[K,[ нуд -2Z22+ K3Z01- уә]. 


(5-4-16) 
解 式 (5-4-16)， 得 
К, (5-4-17) 
7= 2 М9 
21-098 а-2%›+а-у°)] 
3205-4-17) КА (5-4-1), 得 
_ 7? _ ү? 
52 ка. а-у» КОТ; 
2а-е®[(#) а-2®+а-у°)] 
将 式 (5-4-18) 变 回 有 因 次 速度 式 为 
由 (H2- =2)(B2 一 22) 
u dz = (5-4-19) 


2p(1-p3)(H?-z°+B?- у?) 
当 H= B 时 ， 则 成 为 图形 断面 ， 它 的 结果 正 是 贺 形 管道 断面 上 速度 分 布 公式 ， 所 以 方 
HEM, TR 
由 边界 条 件 决定 函数 形状 ， 而 微分 方程 确定 的 函数 表示 强度 ， 微 分 运算 改变 函数 的 形 
状 ， 所 以 改变 后 的 函数 其 强度 仍 由 微分 方程 确定 的 函数 来 描述 。 积 分 决定 总 量 问题 ， 所 以 无 
论 由 边界 条 件 或 方程 确定 的 函数 均 参加 计算 。 根 据 这 个 原则 ，?(Y，2Z) 不 参加 微分 运算 ， 
而 参加 积分 运算 。 


5.5 矩形 管道 淆 流 涡 旋 体积 分 数 p 的 分 析 


和 矩形 断面 上 速度 分 布 是 二 元 函数 ， 形 成 各 边 的 边 层 流 厚 度 不 同 ， 产 生 的 涡 旋 横 向 运动 分 
速度 也 不 同 。 因 此 分 为 >，z 两 个 方向 分 别 讨论 其 值 。 


5.5.1 涡 旋 产生 频率 了 
在 方向， 壁面 边 层 流 界面 上 产生 的 涡 旋 频率 为 у, Ж 


万 =2 
RH, du ERR w。- 的 直径 ，v 2 -是 由 о, 引起 的 涡 旋 在 y 方向 的 运动 分 速度 。 


и 
LET i (5-5-2) 


(5-5-1) 
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RH, dy ERK w,* 的 直径 ; uy EH w,* 引 起 的 涡 旋 在 = 方向 的 运动 分 速度 。 
5.5.2 粗糙 分 布 密集 型 涡 旋 体积 分 数 9 的 公式 


涡 旋 产 生 数量 表达 式 分 为 y 与 z 方向 : 
аон 4voB 
vr- kara 
涡 旋 体积 分 数 p 的 定义 式 为 


(Ни + Bu L) 
=” 4BHB 


涡 旋 横向 运动 分 速 表达 式 : 由 式 (4-3-28) 与 式 (4-3-29) 简 化 为 


2 
меза), 


-1 


。 аи \? 
«ус =3и(%и) u 


研究 问题 是 在 边 层 流 界面 上 ， 如 图 5-6 所 示 。 


图 5-6 ”和 矩形 断面 上 边 层 流 界面 示意 图 
结合 矩形 断面 特点 ， 式 (5- 5-4) 与 式 (5-5- 5) 可 写成 
uy sanoo Ра) 
. wp" | уо} -1 
рзы >” z2) vo 
_ 18и _ К s (1-2) Y 
ст ай 2 
x 22 2pa-eb[[B|'a-z5+i- 2] 


a| == Ky 
y жый 2 
ас аи] 
同 理 
x Kivo2, 
:| 


2 
wa 2на-#0[(8) а-2)+1] 
由 式 (5-4-18) 计 算 Yp, Zgo $ U=1, 2=0, 得 Ys; Ф Ү=0, 得 Zp。 


-81> 


(5-5-3) 


(5-5-4) 


(5-5-5) 


(5-5-6) 


(5-5-7) 


(5-5-8) 


(5-5-9) 


(5-5-10) 
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£ 
Zp= 1 (5-5-11) 
ка 
= 201 - 5) [ H) 
Ys=| 1- 一 一 一 2 一 (5-5-12) 
K,-2(1- ф3) 


例 5-2 矩形 管道 清流 通过 的 流量 Q = 0.04m3/s， 管 径 高 2 可 ， 宽 2B, Н =0.0425m, 
B=0.0475m, EKA 50m, KAHK hy = 14.158m， 水 的 运动 黏 性 系数 "= 1.141 х1075 
m?/s， 动 力 黏 性 系数 = 1.14x 10-3N',s/m?。 求 涡 旋 体 积分 数 p， 准 定常 时 间 T， 边 层 流 
厚度 8， 涡 旋 强度 w， 涡 旋 直 径 4,， 涡 旋 横 向 运动 速度 w* ， 涡 旋 横 向 运动 所 走 过 的 距离 
s", Жа" 

解 计算 断面 平均 速度 : 


-=Q--0.04 _ 004___0.04_ 
vo= A =2н-2В ` 0.085x0.095 ~ 0.008 Sm/s 
计算 雷诺 数 Re: 
9 1 
D 
Re = 2 一 = 50.0082. одар 
v 1.14x10 
d2 ht 3 
e= T =14.16N/m 
= dp H° _ 14.16х10°х0.0425° _25.57_„ 06 
1 pdrvo >° 1.14x5 5.05 7> 
H)2_ [0.0425|2 _ 2 
(8) = (0:005 =0.89472 = 0.801 
由 式 (5-5-3)， 令 


у, =48НВр = 48 x 0.0425 x 0.0475ç = 0.0969 
э›={®%]х(Ни z- + Bu Z+) (5-5-13) 
由 式 (5-5-7) 与 式 (5-5-6), Н из 5 ug: 


иу =3Te (00 19е) ugt =3x1.141x1076( 05° 1л») хз! 


+ = 2 -| 
=0.684( 9" |777)? x10-5Tx (5-5-14) 
- = 2 一 
uz- =0.684( 9x" |577) x10-Tx (5-5-15) 
由 式 (5-5-9) 
KivoY, 25.3Y, 
5 1z0-B _ B (5-5-16) 
ЕЕ 


72ва- #98) +1- э] ооа - р5)01.801- ҮЗ) 


ЕЗ LI + 83 - 


25.32, 
wyt |3575 + (5-5-17) 
==0 0.085(1- 3)[0.801(1- 22) +1] 


由 式 (5-5-12) 


2 [H)° 
2(1- 23) z 1 
ja á (8) - 288 ma b -{- 1.602(1~ е3) (5-5-18) 


2 
Ki-2(1- 93) 5.06-2(1- p3) 5.06-2(1- p3) 


由 式 (5-5-11) 


z =| 1- 2(1-3) -{- 2(1- е) 
В ыг 2 
5.06-2(1- фз) х0.801 


кү-2а1-е®(#)' 


2 
=] =U I (5-5-19) 
5.06- 1.602(1- p3) 


设 不 同 的 p 值 ， 列 表 计 算 ， 结 果 见 表 5-2。 
表 5-2 例 5-2 中 y, у, 的 计算 结果 


Huş- 


лоту 


° | pF [1-3 Ya 


0.01 | 0.046 | 0.954 | 0.717 | 0.678 
0.05 | 0.136 | 0.864 | 0.756 | 0.728 
0.10 | 0.215 | 0.758 | 0.817 | 0.778 
0.15 | 0.280 | 0.720 | 0.825 | 0.795 
0.20 | 0.342 | 0.658 | 0.848 | 0.819 
0.25 | 0.397 | 0.603 | 0.865 | 0.840 
0.552 | 0.881 | 0.858 


0.723 | 0.713 | 0.451 
1.063 | 1.093 
1.488 
2.168 
2.933 
3.825 
5.015 


Ў 5-2 + у, 5 у,(Т= 1s) 绘 成 图 5-7， 发 现 有 两 个 交点 ， 不 合理 ; 
结果 列 于 表 5-3， 并 绘 在 图 5-7 中 ， 有 一 个 交点 ，gk= 0.086，Tr=0.9s。 


y(x107?) $ ya X1077) 


3.0 
2.0 эз(Тк= 1s) 
1.0 a( Tx=0.9s) 
9x= 0.086 
о A ss ———> 
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 


图 5-7 915-2 计算 结果 (Tx=0.9s，9x=0.086) 


. 84 - IERD RDF 


% 5-3 


0.25 0.30 


эз(Тк=0.9з) 


断面 速度 分 布 公式 


(1-2°)(1-Y’) 
=12.974x 
м 0.801(1- 22) + (1- Y°) 


确定 管 底 边 层 流 位 置 ， 由 式 (5-5-19) 


= Ы 2(1-0.0865) -- 2х0.805 =h- 1.61 
Í 5.06-2(1-0.0862)0.801 5.06- 1.602 0.801 5.06 - 1.2896 


1-12-61 = V0.427=0.653 
= ZpH =0.653 0.0425 = 0.0278 


管 底 边 层 流 厚 度 
8= H - zg =0.0425 – 0.0278 =0.0147m= 14.7mm 


确定 管 侧 壁 边 层 流 位 置 ， 由 式 (5-5-18) 


1 
1.602(1-0.0863) _ / ъз Po 
Үв = [1- = АЗ T Tea Ë saq 
5.06 —2(1-0.0863) дй 935 


= V1-0.374= /0.626=0.791 
ya= YaB =0.791x0.0475=0.0376m 
管 侧 壁 边 层 流 厚度 
6=B-ys=0.0475—0.0376=0.0099m~10mm 
确定 管 侧 壁 边 层 流 界面 产生 的 代表 性 的 涡 旋 强度 与 大 小 。 由 式 (5-5-16) 


Е иеа 5.06х5х0.791 
"ова, [(# H)? +1- z] 2x0.0475(1 - 0.0863) (0.801 + 1 - 0.791?) 
| 2.0012 = 20. 012—2). 603rad/s 


0.095 х0.805 х1.175 0.0899 


229. сә 0, [10х1.141х107*_ 2 [1.141 
4227,22 Ja TPN 222.605 = 1011 0:223 


- 2.45 17-20226: 40. 00045 = 0.45mm 
确定 管 底 边 层 流 界 面 上 产生 的 代表 性 的 满 放 强 度 与 大 小 。 由 式 (5-5-17) 
25.3725 и 25.30.653 
2 =, 2 
0.085(1- 235)D[0.801(1 - 25) +1] 0.085(1—0.0863)[0.801(1— 0.653)#+1] 
16.521 16.521 _ _16.521 
=0.085x0.805(0.801x0.574+ 1) ` 0:068 x 1.46 0.0999 165.375rad/s 
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涡 旋 直径 


а= 2 J114 _ 


» 10% 10.165 10 
确定 管 侧 壁 边 层 流 界面 上 涡 旋 横 向 分 速度 v>- 的 大 小 。 由 式 (5-5-15) 


0.684 =" lazo)? X 107ŚTg=0.684 x 222.603 х 107x 0.9 


=z, 


2. JT. 869 = 22-803 = 5.61 Х10* = 0.00056т = 0. 56mm 


= 0.684 x 49552.096 x 0.9 x 10 `$ = 30504.27 x 107%0.031т/= 
确定 o, E y 方向 的 运动 范围 ;; 。 由 式 (5-3-2) 
. „(чо =й... Ж. 
= и-{ Уе) ~0.031X (1+e 55+e 059) =0.031(1 +0.329 + 0.108) 


B 
=0. 03x1.437= 0.0445m<0.0475m 
алккитили т нкингетак uto 由 式 (5-5-14) 
=0.684x w?,* Х107°Тк = 0.684 х 165.375° х 107° х0.9 
=0.684 х 27348.89 x 107 x 0,9 =0.0295m/s 
确定 o, E = 方向 的 运动 范围 sz 。 由 式 (5-3-2) 


s 


x Є 
=.) ~0.0295(1+e t+e ?2) =0.0295 х1.437 


=0.0435m>0.0425m 
计算 结果 表明 ， 在 y ЭБЖЕЙ, (B3 := 35 时 ， 可 以 达到 。 在 = 方向 上 = 2s 
时 ， 水 流 达到 表面 。 综 合 起 来 ， 整 个 管内 已 达到 涡流 状态 。 消 流 度 由 式 (5-3-3) 


s 


RAER, МВ 1. 
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6.1 Жжж 


ОВАЗ, 15385 章 所 谈 的 有 压 管道 清流 一 样 ， 断 面 充 满 的 是 满 流 ， 没 有 理想 
流体 运动 存在 。 这 里 只 讨论 矩形 明渠 滑 流 ， 若 要 讨论 层 流 汕 流 ， 只 需 将 公式 中 的 涡 旋 体积 分 
数 p 取 为 0 即 可 。 为 保证 整个 断面 均 充满 测 流 ， 对 其 断面 尺寸 要 作 一 些 要求 : 一 种 矩形 是 
水 面 很 宽 ， 但 水 层 很 浅 ; 另 一 种 是 水 很 深 ， 水 面 很 窗 。 如 图 6-1 所 示 。 


图 6-1 矩形 明渠 断面 要 求 示意 图 


明渠 清流 运动 控制 微分 方程 由 式 (4-4-11) 并 结合 明渠 特点 ， 应 写成 


аи д® и ди u 


saora 
а Уау ðz 3z? 


вана b, [25 + (6-1-1) 


结合 矩形 明渠 将 其 无 因 次 化 ， 为 此 令 
== Ж. 
H” Z, vo U 


并 将 它们 代入 式 (6-1-1)， 简 化 为 


H\ ŽU ау], 2 23y Žu), 2U\ŻU 
к,= 2-98 Er әу? + [< [Ë ӘҮ\әү? +Kal 5Z эг! (6-1-2) 
җн: 
_ gsinaH2 
Ki = (6-1-3) 
wo 
6voT 


K=p (6-1-4) 
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6voT 
K,= (6-1-5) 


6.2 边界 条 件 分 析 
流体 运动 轨迹 或 形状 ， 是 由 边界 形状 而 定 的 。 渠 道 弯曲 ， 水 流 也 弯曲 ， 和 矩形 断面 边界 对 


流体 速度 分 布 影响 如 图 6-2 所 示 ， 由 此 得 出 边界 条 件 为 
аи 


92 12-1 (6-2-1) 
Ү=0 
90 |..=0 (6-2-2) 
Y=0 
Ulz-o=0 (6-2-3) 
Uly- = 0 (6-2-4) 
zu 
52<0 (6-2-5) 
Zuco (6-2-6) 
Ы u= (2) 
T “= @2-2)(1-+*) 
Е! 
о 
< | 
图 6-2 ЖЕБЕЙ МЕЛ 
6.3 ”确定 无 因 次 速度 分 布 
根据 边界 条 件 ， 选 择 形 函 数 为 
U=Ui(Z)Uz(Y)=(2Z-Z2)(G- Y°) (6-3-1) 
待定 速度 U 为 
О= 10 = 1(22- 22)(1- Y?) (6-3-2) 


确定 参 变 常数 17， 为 此 将 式 (6-3-2) 代 入 式 (6-1-2)， 整 理 结果 为 


ЛО те=ж(й}йл# 


K,=2(1- #®[| H)'az-z5+ a- v] 


+4е%[к,[ 到 cz-zoy+ Ka(1- Z)(1- Y]? (6-3-3) 
取 7 的 近似 表达 式 
z K, 
2x1- DE az- Z2)+(1- y] 


7 (6-3-4) 


无 因 次 速度 分 布 
К,02- 22)(1- Y°) 


ас РЦ) 2-2) +а- v5] 


(6-3-5) 


6.4 边 层 流 界面 位 置 确定 公式 


确定 边 层 流 界面 位 置 ， 分 侧 壁 与 渠 底 两 个 方面 。 如 图 6-3 所 示 。 


图 6-3 边 层 流 位 置 与 厚度 示意 图 


侧 壁 边 层 流 界 面 位 置 Yg， 依 式 (6-3-5)， 令 U=1, Y= Ye， 则 有 
2a- [E о2-2%+а- Ү)]-кү(о2-2°)(1- Y})=0 
化 简 ， 解 出 


т 
| [га-,®[#) -к,]о2-2°у+2(1-%) 
š 2(1- 23) -К,02- 22) 


式 (6-4-1) 表 明 ， 侧 壁 边 层 流 位 置 是 Z 的 函数 。 为 计算 当量 涡 旋 体积 分 数 p， 特 选择 Z 的 一 
个 代表 点 Zk， 下 面 利 用 积分 找到 Ze 


Jaz - Z2)dz = 


(6-4-1) 


2 


3 (6-4-2) 


利用 积分 中 值 定理 ， 有 
1.02,-2)=2 (6-4-3) 


LLL ER LLL -89 - 


由 式 (6-4-3) 得 Zk =0.423， 将 Zk 代入 式 (6-4-1)， 得 


Pa - eb[ н)“. к, ]0.667+201- 5) 


J 2(1- p3) -0.667K, 
渠 底 边 层 流 界面 位 置 Za， 仍 利用 式 (6-3-5)，U =1，Z= Zs， 则 有 
u К|(27ь- 25)(1- Y?) 
r=, 2 
2a- b [[E)'ez,-2zy+a- Y*)] 


в (6-4-4) 


展开 得 
б 
20- (8 ол-2+(а-у*)] 
2 
=к,02,-22)а- [ра - 908) -Kd у*›]оҗ-2+2(1- а-у 
=0 


2 2 
22, -z4 + —0 eU- — umn =0 
2(1-9 引 [中 | -Ka-9 


ДІ Z, 为 


2 2(1- ф$)(1- Y?) 
2+| 2-4 NETE 
к.а ү?)-2(1- eb [ Ë) 
2 


化 简 ， 得 


H 2 
Zs=1- 1 (ey 
күа-ү?у-2(1- b | Ë) 
近似 解 
-00-Y? 
2 (6-4-6) 
K,- ү)-21- (8) 
406-4-5) (6-4-6) +, Z, 均 是 Y 的 函数 。 同 理 ， 找 到 一 个 Y 变化 的 代表 点 Yx， 为 此 
利用 积分 中 值 定理 
[а - Yay = 2 (6-4-7) 
° 


90. тей(й)йл# 


11-УЮ=Ф (6-4-8) 


由 式 (6-4-8) 解 得 Yk =0.577， 将 Yk 代入 式 (6-4-5) 与 式 (6-4-6)， 则 有 


23=1- [ИШЕТЕР O (6-4-9) 
К,х1.334- 2(1- 93) (EH H)? 


_-— 133G-25) —_ 
z,=— M334(1= gx š (6-4-10) 
1.334K, -2(1- Š) [ Ë) 


6.5 ”确定 侧 壁 边 层 流 界面 上 产生 的 涡 旋 强度 


由 式 (6-3-5) 计 算 无 因 次 涡 旋 强 度 w: 


-| Ki(22-2) Ys a 0.423K, Yp 
EE qen #у+а-ү®] 2G-eb[[ Ë] o.423+i- y3] 
0.423K, Yp 
т (6-5-1) 


20- 93)[o.423| B) +1- 2] 
确定 渠 底 边 界 流 界 面 上 产生 的 涡 旋 强度 。 由 式 (6-3-5) 
Ki(1- 25)(1- Y) 
21-908) (2,- 24)+ 01- v5] 


aw =2[2z] Ы ла-2ь)(1- у= 


0.667K,(1 - Zg) 


(6-5-2) 
оза- [Z ) (025-25) +0.667] 
将 无 因 次 涡 旋转 为 有 因 次 涡 旋 
| Lil H. , 
ox: =1(59) = шде = vo (6-5-3) 
一 1aU_1Bau_B 
w |yz- =29ү 0,95 0,97 (6-5-4) 
将 式 (6-5-4) 代 入 式 (6-5-1)， 则 有 
0.423gsina| Н) ну, 
wla = z РТЫ (6-5-5) 
240- 83)[0.423| 吕 | +1-Ү%] 
将 式 (6-5-3) 代 入 式 (6-5-2) 
sigs 0.667gsinaH(1 — 2) PE 


2,0-3 н) 22, - 22) +0.667] 
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式 (6-5-5) 是 侧 壁 边 层 流 界 面 产 生 的 涡 旋 强 度 表达 式 ， 其 直径 为 


dm-=2 | 一 是 一 
Oæ lyes 


式 (6-5-6) 是 渠 底 边 层 流 界面 上 产生 的 涡 旋 强 度 表达 式 ， 其 直径 为 


dm |2195 
侧 壁 边 层 流 界面 上 涡 施 横 向 运动 速度 u%-， 由 式 (4-3-28) 


2 
©°„-|з"»\? -1 
” ө) vo 


ke 244 = 127 | 
к 


渠 底 边 层 流 界面 上 涡 旋 横向 运动 速度 wm*， 由 式 (4-3-29) 并 结合 边 层 流 特点 ， 


-1 


М. === wa? 
РА уот ы рас vo 


6.6 确定 涡 旋 体积 分 数 p 计算 公式 
结合 矩形 明渠 特点 ， 其 涡 旋 体积 分 数 定义 为 
涡 旋 体积 6 пы + nf diy) 
?= жж ~ 2HBuç 
根据 式 (6-5-1) 与 式 (6-5-2) 
ир Fat 
== 


24„- 


将 以 上 四 式 代 入 式 (6-6-1) 

(нах 122% + Bus: |+) 
А z= x= > 
PT 6HB 

将 式 (6-5-9) 与 式 (6-5-10) 代 入 式 (6-6-6) 
-|y=y 12 + |= 2 
оты 125] ed 125] a] 

6HBvo 
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(6-5-7) 


(6-5-8) 


(6-5-9) 
简化 为 
(6-5-10) 


(6-6-1) 


(6-6-2) 


(6-6-3) 


(6-6-4) 


(6-6-5) 


(6-6-6) 


(6-6-7) 


ГҮ те&(ж)йл+# 


5Җ (6-6-7) И MUH ЖЕ КИЛЕ p 的 定义 公式 。 

例 6-1 —3Ж ЙЯ 6-1(Ъ)Втл\, WEH i=0.0001, B=3m, H=0.4m, Ж 
动力 黏 性 系数 y=1.14X10 3N*s/m?， 水 运动 恭 性 系数 y=1.141X 10-“m2?/s， 要 求 确定 涡 
旋 体 积分 数 p， 准 定常 流 时 间 Tk， 渠 底 与 侧 壁 边 层 流 界面 位 置 ， 产 生 涡 旋 的 强度 与 大 小 ， 
涡 旋 在 边 层 流 界面 上 横向 运动 速度 。( 已 知 =0.022) 


ш 计算 谢 才 系数 
с= /至 - [929-81 = 59.28mt/s 
水 力 半 径 
в = НВ. 3=0.353m 
断面 平均 流速 
vo=c VRi =59.28 /0.353x0.0001 = 0.352m/s 
宽 高 比 
(Е) [54] оов 
无 因 次 常数 K, 
K = gsinaFr _ 1000 X0.0001X0.4 _ 49 
Kv 1.14x10-3x0.353 
由 式 (6-6-7) 
3?1=6HBuop=6x0.4x3x0.3529=2.5349 (a) 
ya = [ 秒 ]12Txv( Hw + Вә) (b) 
首先 由 式 (a) 和 式 (b) 确 定 涡 旋 体积 分 数 px 与 准 定常 时 间 Tk。 
ИЖА фій, HA yt， 例如 =0.01， 代 入 式 (a)，><0.101， 其 他 结果 列 入 表 6-1 
中 。 
表 6-1 例 6-1 中 у,, y, 的 计算 结果 
ЕД 9 1-61 Ys Zs “= wyt уг (Tr=1s) 
0.025 0.01 0.954 0.9735 | 0.012 30 18 0.018 
0.127 0.05 0.864 0.9760 | 0.110 20 20 0.018 
0.25 0.10 0.758 0.9781 | 0.010 25 22 0.032 
0.38 0.15 0.720 0.9804 | 0.009 29 24 0.035 
0.50 0.20 0.658 0.9822 | 0.008 34 26 0.049 


计算 у, 值 比较 麻烦 ， 需 分 几 步 计算 ， 计 算 Ye， 由 式 (6-4-4) 


2 [ H\? 2 
w, J Pa- [2] ebana, аавв ашатат ай 
a 2(1- g3) -0.607K, 2(1- p3) -0.667х40 
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еа 954 x 0.018- 40]10。 667+2X0.954 |-—23.477 _ = 0.9477 =0.9735 


` 2G-23)-26.68 24.772 — 
其 他 不 同 p 的 值 计算 的 Yes， 均 列 入 表 6-1 中 。 
同样 计算 Ze， 由 式 (6-4-9) 


TETE ри 1.334(1— e) =1- fi- 1.334 x 0.954 
В 40x1.334-2x0.954x0.018 
1.334К|-2(1- eb [J 


1226 N Lm 
а 1 1- Pas = 1- 7555 


=1-0.988=0.012 
设 其 他 p 值 同样 计算 ， 其 结果 列 入 表 6-1 中 。 
计算 侧 壁 边 层 流 界面 上 产生 的 涡 旋 强度 w,。-， 由 式 (6-5-5)， 结 合 具体 问题 ， 写 成 


0.423gsna 到 mm R 0.423x1000x0.0001[ 0л) 0.4Ys 


o | yy = т = z 
от» aa- [osa 到 1-6] 2x13A40%102G_350.03%0.018+1- УВ) 


0. 002254 x10 Yy u 2.256Ys (6-6-8) 
= n + -6- 
2280- #%)(1.0076- ҮЗ) 2.2801- p3)(1.0076- ҮЗ) 
#1-%=0. 954, Үз =0.9735 代入 式 (6-6-8)， 有 
-| 2.256X0.9735 _2.256X0.9735 
Px !ү-у„-о.этз5 © 2 28X0.954(1.0076 —0.97352) 2.175 0.0332 


= 2:196 _ 30rad/s 
0.072 
设 不 同 的 p 值 与 不 同 的 Ya， 计 算 ww- 的 值 列 入 表 6-1 中 。 
计算 渠 底 边 层 流 界面 上 产生 的 涡 旋 强度 ww*， 由 式 (6-5-6) 


0.667gsinaH(1 ~ Zp) 

2a(1- ALl н) 22, - Z) +0.667] 

Е 0.667 х 1000 х 0.0001 х0.4(1- Zp) 

2x1.14x10-3(1- 983)[0.018(2Za — 22) +0.667] 
0.0266 х 10°(1- Zp) 

2.28(1- %)[0.018(27» - 7%) +0.667] 


26.68(1 — 0.012) — 26.68 х 0.988 
С 2.28X0.954(0.018x2x0.012-0.0122+0.667) 2.182 x0.6674 


= 26.3598 
1.4563 18. 10rad/s 


同 理 ， 计 算 结 果 列 入 表 6-1 中 。 
计算 y,， 由 式 (b) 


оу = 


94 - TECH) DS 


э =1#112х1.141х107%Т,(0.402.- + Bo? +) 
=13.692х107%(0.4х30° +3 х 18°) Tg =0.0182Tk 
其 他 计算 列 入 表 6-1 中 。 
计算 y,， 由 式 (a) 
у =2.534р=2.534х0.01=0.025 
其 他 计算 列 入 表 6-1 中 。 
Жу 5 у, 绘 在 图 6-4 上 ， 交 点 px =0.01，Tx = ls。 


эф» 


0.2 


0.1 
у 


О оо 0.05 ою 0.15 0.20 
8 6-4 916-1 8 
有 了 pk，Tk， 就 可 以 确定 有 关 的 计算 ， 首 先 确定 Ys 的 位 置 ， 由 式 (6-4-4) 


2 
y = |Ї[21-0.013)0.018—4010.667 -0.9735 
2(1-0.013) 


эв =0.9735 х 3 =2.9205т 
侧 壁 边 层 流 代表 厚度 
В — yg =3 —2.9205=0.0795m==8cm 
渠 底 边 层 流 位 置 已 在 表 6-1 #9], фк =0.01 B, Z,=0.012, zs =0.012m( 厚 度 )。 
渠 底 与 侧 壁 边 层 流 界面 上 产生 的 涡 旋 强度 对 应 于 px = 0.01 B$, os- = 30rad/s, o, + = 
18rad/s， 很 小 ， 其 对 应 的 直径 


22. 9, Pur 2 лй 2 
а =2 | 30 =2 Em: 10V 300 = 105V0.0035 


= 10 = 102 0:0012т=1.2шт 


,_2 FL 2 _2х0.6796_ 0.159 _ + 
dat = | iso = 02-0-0863 = I S 102 =0.0016m=1.6mm 


计算 侧 壁 边 层 流 界面 上 涡 旋 横向 运动 速度 


-6 2 
uz (у= Той. 00! 12711441510 X30 一 0.035m/s 
пка Е 
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计算 渠 底 边 层 流 界面 涡 旋 横 向 运动 速度 


Рез 2. -1_12х1х1.141х107®х1@ _ 
uy = 2Toes vw = 0.352 =0.0126m/s 


例 6-2 消 流 矩形 明渠 如 图 6-1(a) 所 示 ， 底 坡 i =0.001, В =0.2m, H=3m, ЖР 
黏 性 系数 上 = 1.14x10-3N's/m?， 水 运动 黏 性 系数 ,=1.141lm2/s， 要 求 确定 涡 旋 体积 分 数 
PK、 准 定常 时 间 Tk、 渠 底 与 侧 壁 边 层 流 界面 位 置 、 产 生 涡 旋 强度 及 大 小 、 涡 诡 在 边 层 流 界 
面 上 横向 运动 速度 。( 已 知 =0.022) 


E 计算 前 准备 工作 ， 谢 才 系数 = 59.28mt/s， 水 力 半径 


_НВ____0.4х3__ 
к=зунеВ5х3+0.4 70-188 


断面 平均 速度 
vo=59.28 /Ri=59.28 V0.188X0.001=0.812m/s 
无 因 次 常数 K, 


_ ZsinaH? _ 1000х0.001 х3° х10° _ 
к= X08 “7919 


2 
(Е - (8), -ку]р.ввт+э(1- е) 
z 2(1- p3) -0.667K; 


2 
- рачето 
2 
2(1- p3) -0.667x9719 
= [P E Т 6221.708 


2x0.954 – 0.667 х 9719 6480.84 
= /0.96= 0.978 
(1 - 9) 的 计算 结果 列 入 表 6-2 中 。 
6-2 例 6-2 计算 结果 


Dg” Wgt 
| š 89.910 1306 4.70TK 
0.146 0.05 | озы 0.980 0.000070 | 99.550 1450 6.305Тк 
0.292 0.10 | 0.758 0.983 0.000061 = 1668 | 8.152Тк 
0.438 0.15 0.72 0.984 0.00006 | 116.000 1755 8.905Tx 
10.474Тк 


计算 渠 底 边 层 流 界面 位 置 ， 由 式 (6-4-9) 


-96 - теж (ж)йл%# 


z; == | r= 1.334(1- Ф =1- fı- 1.334 x 0.954 
K = 1.334 x9719 —2 x 0.954 x 225 
15 а 
4 1.213 1.273 _1 
1- 15 12965-42917 {1- 12535 10.0001 
=1 


— 4 0.9999 = 1 – 0.99995 = 0.00005 


其 他 (1 - p$) 值 的 计算 结果 列 入 表 6-2 中 。 
确定 侧 壁 边 层 流 界面 上 产生 的 涡 旋 强度 w。- ， 由 式 (6-5-5)， 结 合 例题 ， 写 成 


0.423ysina [ Н)ну, 


wp lyan 


2u- bb [o.423| Н) +1- Y3] 


0.423x 1000x0.001[ 2] х3х0.978 


= 2 
2х1.14х10 «зеш. 423X225 + 1- 0.978?) 


а- Уы. 计算 结果 列 入 表 6.2 中 。 
确定 渠 底 边 层 流 界面 上 产生 涡 旋 强度 w。*， 由 式 (6-5-6)， 结 合 例题 ， 写 成 
0.667ysinaH(1 - Zg) 
2u- b [[B)'@z,- 2+. 667] 
е 0.667 х 1000 0.001 x 3(1 — 0000075) 
2х1.14х107(1- Е 000075) – (0.000075)? + 0.667] 


дуо 990077013815 1306rad/s 


其 他 (1- 83) 值 的 计算 结果 列 入 表 6-2 中 。 
计算 y,， 由 式 (a) 


Wy” РА 


у =6НВоур= 6х 0.2х3х0.812ф=2.923ф 
У ф=0.01 时 
у1=2.923х0.01= 0.029 

列 入 表 6-2 中 ， 其 他 ç 值 计算 结果 均 列 入 表 6-2 中 。 

э = [9]12x 1.141 x107 Ty (Ho), + Во? +) =13.692х 107®Тк(3ш5_- +0.202,5) 

=13.692 х 107%(3 x 89.91? +0.2 х 1306?) =4703913 X Tg x10-5=4.704Tk 

将 其 他 (1 - g3) 什 的 计算 结果 列 入 表 6-2 中 。 

因为 x, 与 yz 必须 相等 ， 而 Tx 正好 是 它们 的 调整 系数 。 实 际 问题 中 ，y 与 y, 只 有 一 
点 相交 ， 这 就 为 调整 Tk 提供 了 方便 。 设 Tk =0.03， 则 y, 值 见 表 6-3。 
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6-3 Jo у. 计算 结果 
> 0.029 0.146 | ox 0.438 0.584 
э» 0.189 | 0.245 0.267 0.314 


0.05 


将 表 6-3 中 y, 与 办 绘 在 图 6-5 上 ， 其 交点 对 应 为 pk =0.076, KERARI UAIT 
解 。 


0.10 


ya( Tx=0.03s) 


9 0.01 0.05 0.10 0.15 
图 6-5 例 6-2 图 
第 一 个 问题 ， 确 定 侧 壁 边 层 流 界面 位 置 与 代表 性 厚度 ， 由 式 (6-4-4) 


[20 -95)(&) - к, ]о.ввт+2(1- 5) 


2 
2(1- #3) —0.667К, 


А [га -о.отв5)(;2,)' - 979 ]р.667+201-0.076) 


201 —0.0763) — 0.667 х 9719 


= [(2X0.821 х 225 –9719)0.667+2х0.821_ [6234.51 
2х 0.821 – 6482.573 6480.53 


= /0.962 =0.981 
ув =0.981х0.2=0.196т 
6,=0.2—0.196=0.004m=4mm 
第 二 个 问题 ， 确 定 渠 底 边 层 流 界面 位 置 及 其 厚度 ， 由 式 (6-4-9) 


2 2 

my [tS 1340-05) 1 | 1- 1.334x (1 —0.0763) 
в 2 Í H) 2 312 
1.334k, -2(1— g) 2) 1.334x9719-2(1 0.076) 55 


=1- 1- 1.334 х0.821 =1- f1- 1.095 
12965.14 -2x 0.821 x225 12595.696 


` 98 - теж(й)йл+# 


=1- /1=0.000845 = 1 - /0.99915 = 1-— 0.99958 =0.00042. 
zg =0.00042 х3 = 0.00136т = 1.36тт 
第 三 个 问题 ， 确 定 侧 壁 边 层 流 界面 产生 的 涡 旋 强度 及 大 小 ， 由 式 (6-5-6) 
a 0.6677sinaH(1 - Zp) _ 
=z 2 
?2p(1- 94)[(H) '@z,- 2%) +0.667] 
u 0.667 x 1000 x 0.001 x 3(1 — 0.00042) 
a 2 
2x1.14x10-3(1-0.0763)[| 25 ] (2x0.00042) -0.000422+ 0.667 ] 


z 0.667 X 3 x 0.99958 x 10° = 2000 _ 1248rad/. 
2.28х0.821[225 х0.00084 + 0.667] 1.602 не 
第 四 个 问题 ， 涡 旋 直 径 dp: 


=2r =2 |1% -2 [1.141_ 2 
d, =2r,=2 [> = 115080 = з Y0-000914 


== 2 ш 2 =0.00019=0.0002m=0.2mm 


第 五 个 问题 ， 侧 壁 边 层 流 界面 上 涡 旋 横向 运动 速度 ， 由 式 (6-5-9)，Tx 取 1s， 则 


12х1х1.141х107©х 105? 
0.812 


ug- т» =102Тұ( wa) vo!= 
к 


= 13.692 1076 x 11025 _ -6 
0 812 16.862 x 107% х 11025 


= 185903 х 107 = 0.186т/з 
ИКЯЕ h, Н. 
第 六 个 问题 ， 渠 底 边 层 流 界面 上 产生 涡 旋 横向 速度 ， 由 式 (6-5-5)，Tx 取 0.035, W 


12х0.03х1.141х107%х 1248? 
0.812 


all. S A2Teles ый! = 


_ 0.411X10 1557504 _ -6 
= 82 ~ =0.506x10 x1557504 


=0.506x1.558=0.788m/s 

讨论 问题 的 指导 思想 ， 所 求 的 汕 流 速度 是 假设 涡 旋 分 布 是 连续 的 ， 实 际 是 不 连续 的 ， 由 
此 建立 起 的 汕 流 速度 分 布 是 不 合理 的 ， 因 此 得 到 的 速度 分 布 就 不 会 符合 实际 情况 。 而 我 们 关 
心 的 断面 湾流 速度 分 布 是 在 边 层 流 界面 附近 ， 在 此 处 速度 梯度 分 布 是 稳定 的 ， 是 连续 的 ， 由 
此 得 到 该 层 附近 速度 分 布 是 符合 实际 的 ， 从 而 得 到 边 层 流 界面 位 置 、 厚 度 、 涡 旋 强 度 及 大 
小 、 横 向 运动 速度 均 是 正确 的 ， 而 这 些 正 是 油 流 所 关心 的 问题 ， 也 是 与 其 他 学 科 相关 的 问 
题 。 

关于 准 定常 流 时 间 Tk， 它 是 一 个 调整 参数 ， 一 旦 Tk 值 一 定 ， 则 它 变动 下 限 就 限定 了 ， 
上 限 不 能 超过 1s， 这 样 在 每 个 具体 问题 中 进行 调整 ， 能 使 问题 得 到 满足 实际 情况 的 解决 。 
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在 定常 流 ， 忽 略 质量 力 条 件 下 ， 研 究 层 流 与 油 流 在 贺 形 与 矩形 管道 进口 段 中 的 运动 。 
7.1 层 流 圆 形 管道 进口 段 


坐标 系 及 原点 的 选 定 如 图 7-1 所 示 。 


° 


图 7-1 层 流 不 可 压缩 圈 形 管 进口 彼 示 意图 


т1л 运动 控制 方程 与 边界 条 件 
由 式 (4-1-10)， 结 合 讨论 的 问题 ， 可 得 


ди _ дәр, [аи , Žu 
“327 122. [22.22] 0-1-1) 
u(z, r)|zz0=u, (7-1-2) 
ulz, ғ) 1, = u(z) (7-1-3) 
ula, r)| = шы (7-1-4) 
alz d| у (1-1-5) 

r r=8(z) 
баа) <o (7-1-6) 
r 

Р(х, r)],- = p. (7-1-7) 


将 方程 与 边界 条 件 无 因 次 化 ， 为 此 取 


s=. г жы Ë, = Же .Ż p 
E U, &(т) R, г x, >," о, Фә pe Ро 


RP: ve 一 一 管道 进口 处 速度 ; 
6( 工 ) 一 一 实际 流体 与 理想 流体 分 界线 ; 


100. теж&(ж)йл+# 


ro 一 一 管道 半径 ; 
p。 一 一 管道 进口 处 流体 压力 ; 
v 一 一 管道 进口 处 流体 运动 未 性 系数 。 


将 以 上 比值 代入 式 (7-1-1)， 进 行 整理 后 ， 得 


аук -Po B ( ro Е 
ReU ах Ki ду t әх? 3CzJ) әк? 


式 中 


= Рато 
1 peveue 


U(X, R)|x-o=1 
R=0 
U(X, R)|a-i= U(X) 
U(X, R)| R51 = U max 


aU(X, R| =: 
aR Rt 
PU(X, R) <o 
aR? 
Po(X，R)|x-o=1 


0 


7.1.2 ”初步 确定 进口 段 速度 分 布 
理想 流体 运动 微分 方程 为 
duo__dp 
Чо dz ~ pdx 
AP: vo 一 一 理想 流体 运动 速度 。 
将 式 (7-1-17) 无 因 次 化 ， 则 有 


аш __к Po 


Uo ax = Кэ ах 
к,=- = 
шр, 
将 式 (7-1-18) 代 入 式 (7-1-8)， 则 有 
әу К, 40, Е To zu] 
Uəx KUo ах +%| 92 (3) әк? 


根据 边界 条 件 ， 选 择 黏 性 流 区 速度 分 布 为 
Ш=х/'О(2Е- В?) 


(7-1-8) 


(7-1-9) 


(7-1-10) 
(7-1-11) 


(7-1-12) 
(7-1-13) 


(7-1-14) 


(7-1-15) 


(7-1-16) 


(7-1-17) 


(7-1-18) 


(7-1-19) 


(7-1-20) 


(7-1-21) 
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理想 流体 运动 区 速度 分 布 选 为 
x f(x) 
u= (1+0) (7-1-22) 
=“ (7-1-23) 
=й (7-1-24) 


将 式 (7-1-21)， 式 (7-1-22) 代 入 式 (7-1-20)， 得 
Re(2R – R?) X fex) x 


= (i) oog) n ar- Ryyoouoo-nxe-22| | у] 


(7-1-21) 
式 (7-1-21)“ 中 ， Re, Сабт 则 有 
x š ra)? 
u e H [y-oa] хо] 
(7-1-25) 
取 对 数 ， 化 简 ， 得 
ReC2/(X) Di [1 + Z) 
Re(2f(X)-1)= e (7-1-26) 
mX + FOX) 3700) +2-2[ 1] 
4 X—0 BF, 1пХ-®©, д(т)-*0, Ty 58 去 掉 两 项 。 
РОХ) -(2Re+3)f(X)+2+ Re=0 (1-1-27) 
近似 确定 /(X)， 可 为 
2 
1+ = 
гох) = ta Ке (1-1-28) 
2+-> 
Re 
则 黏 性 流 区 速度 分 布 为 
и=2\ ЁЗ) ов - в? (7-1-29) 
结合 边界 条 件 ， 当 X = 工时，U=2， 则 式 (7-1-29) 变 为 
о-2(5)(&% (08 – RD) (1-1-30) 
车 取 近 似 式 ， 则 有 
1 
v=2(¥) ar-r) (7-1-31) 


* 102 - 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


理想 流 区 速度 分 布 
x (2825) 
u= (1+) (7-1-32) 
结合 边界 条 件 ， 和 = 工 ，Uo=2， 近 似 式 为 
1 
u= (1+3)? (7-1-33) 
7.1.3 ”确定 进口 段 长 度 
根据 实际 问题 的 要 求 ， 将 式 (7-1-20) 写 成 
әу ао ү ro 12 ау б, 
ReU 95 = ReUo ts [Ë+ (у 5 ЭБ? ] (7-1-21) 
将 式 (7-1-31) 与 式 (7-1-33) 代 入 式 (7-1-21)” 
12R-R’/X 
2 Rear- R) =1.5 Res n| -4RR x) 2 ДЕ z) (A) 


ЖЖЖ L, ПШ Е=1, w=1, Х=1.„ M X 一 0 时 ， (к) i, BR (А) 简化 为 


озне, (в) 
1. =0.125Ке (7-1-34) 
7.1.4 ”确定 理想 与 实际 流体 运动 分 界线 5(x) 
由 于 是 确定 3(z)， 则 一 定 取 R=1， 则 式 (A) 变 为 
0.5R = [Ü |50) 
L Re= {® [z ) (c) 


HF L=0.125Re, RAR(C), W 


1 4 
aa) =r |Z) =r E (7-1-35) 
7.1.5 最终 确定 速度 分 布 


实际 流体 运动 区 速度 分 布 在 分 界线 上 应 与 理想 流体 运动 区 速度 相等 ， 也 就 是 说 边界 条 件 
式 (7-1-12) 还 没有 利用 。 

实际 流体 运动 区 速度 (7-1-31) 要 与 理想 流体 运动 区 速度 在 边界 上 相等 ， 必 须 有 一 个 调整 
系数 ， 选 其 为 Re*， 依 此 


(зе) в)! ® 
将 式 (7-1-33) 代 入 式 (D) 
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x |Ë x |: 
(1 -Rez mF) (7-1-36) 
从 式 (7-1-36) 可 以 看 出 ， 当 Re 一 定时 ， 不 同 X 有 不 同 <， 例 如 ， 当 Re = 1160 时 ， 求 出 不 
FJ X 所 对 应 的 不 同 c， 计 算 结果 列 入 表 7-1。 


387.1 Re =1160, L =145 时 的 a ій 
x I 10 20 | 50 | 100 | 1,= 145 
Us | ов rao | 146 | лз | 2 
a 0.1044 0.0665 0.0275 0.0075 0 


同 理 ， 当 Re 为 已 知 则 可 以 求 出 a 值 ， 则 说 明 实 际 流体 速度 为 


и-эвё| Х| ar-r (1-1-37) 
理想 流体 运动 区 速度 分 布 仍 为 式 (7-1-33)。 
7.1.6 压力 变化 公式 
将 理想 流体 速度 式 (7-1-33) 代 入 式 (7-1-18)， 积 分 后 ， 得 
p=p.(1-2x) (7-1-38) 


7.2 层 流 矩形 管道 进口 段 流 体 运动 情况 分 析 


管道 进口 段 ， 是 指 流体 运动 进入 管道 后 ， 受 管道 影响 的 范围 逐渐 增加 ， 一 直 沿 流程 扩展 
到 管道 中 心 为 止 。 这 段 长 度 称 为 进口 段 。 段 内 中 间 是 理想 流体 运动 区 ， 其 外 是 实际 流体 运动 
区 。 图 7-2(a) 示 意 和 矩形 断面 尺寸 ; 图 7-2(b) 示 意 管道 进口 段 长 /， 中 心 下 半 剖 面 表示 理想 
与 实际 流体 分 界 是 空间 曲面 ， 其 顶点 就 是 矩形 断面 中 心 最 大 速度 ws， 到 此 管道 流速 得 到 
充分 发 展 ; 图 7-2(c) 示 出 x = H 半 平 面 上 理想 与 实际 流体 运动 分 界 8,(z，y，H); 图 7-2 
(qd) 示 意 y=0， 沿 长 度 ! 理想 与 实际 流体 运动 分 界线 6.(z，0，z); 图 7-2(e) 示 意 沿 长 度 /， 
当 z= H 时 平面 上 速度 分 布 。 


7.2.1 运动 控制 方程 及 边界 条 件 


首先 是 运动 物理 方程 及 边界 条 件 ， 它 们 均 是 根据 物理 定律 推导 出 来 的 ， 是 有 因 次 的 ， 为 
了 进行 分 析 ， 运 用 数学 工具 ， 必 须 将 其 转化 为 无 因 次 方程 与 边界 条 件 。 

а) 有 因 次 控制 方程 与 边界 条 件 

理想 流体 运动 区 动量 微分 方程 : 


=-1% (7-2-1) 


边界 条 件 ， 
uo(z)| ,=u. (7-2-2) 


теж(ж)йл# 
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а,» ы) 


(©) B(x,y,H) 


-r 


(4) a,(z,0,z) 


ч 
1 


(z,y, H) 


b 
ШЙ 


у(х, у, z) 


(е) 8,(z,y,z,) 


图 7-2 进口 段 示 意图 
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uo(z)|,., Qo =H” ina (7-2-3) 
实际 流体 运动 区 动量 微分 方程 : 根据 式 (4-1-10)， 结 合 本 题 
udu ар, [9и , Žu , Žu 


ч а= рах әд? ау? ае? (7-2-4) 
边界 条 件 : 
и(х, y, ж), -0,у-0:-0=0 (7-2-5) 
ulz, y, z)\ soi a =n us (7-2-6) 
ulz, у, z)|,-s. =a = (z) (7-2-7) 
ulz, y, z)|,-s =0 (7-2-8) 
ди(х z S 
m Pa (7-2-9) 
Lulz, у, ғ) сд (1-2-10) 
ду 
ди z га, 
PP А =0 (7-2-11) 
ulz EL<0 (7-2-12) 
- -2- 
az 
р(х, у, ®)\,26=Ф, (7-2-13) 
(2) 无 因 次 控制 方程 与 边界 条 件 
Ж 
и _ шо _ жы Вв-у_ жь 
wU, 0 рех, у = Y, у Z =Z, ЖР 
将 以 上 比值 代入 以 上 各 微分 方程 与 边界 条 件 ， 理 想 流体 运动 区 : 
dU; 
ug K| SË (7-2-14) 
K = 25 (7-2-15) 
рие 
ОХ) |,.,=1 (7-2-16) 
Uo(X)|x-r ycuz-i= Um (7-2-17) 
实际 流体 运动 区 : 将 有 关 比 值 代 入 式 (7-2-4) 
ue aU be ар | uo (220 HIU, PU I 
HU aX™ pHpdX нх 7 BIY? 7 az2 222 (7-2-4) 
全 式 除 以 学， 则 有 
2 2 22 2 92 
Reu R= -Kt SE 二 + | (7-2-18) 


106° теж(й)йлЛ# 


pH 
K,= 7-2-19 
® ром, | ) 
无 因 次 边界 条 件 : 
U(X, Y, 27)|х-о,ү-Ё,2-0*0 (7-2-20) 
U(X, Y, Z)|x-z, yË. 2-1= U (7-2-21) 
О(Х, Ү, РТ U(X) (7-2-22) 
2U š 
aY |ү.^9 (7-2-23) 
ги 
зү:<0 (7-2-24) 
2U = 
22,17% (7-2-25) 
zu 
272 <0 (7-2-26) 
卫 |x-o=1 (7-2-27) 


7.2.2 ”实际 流体 运动 区 速度 分 布 初 选 


根据 实际 流体 运动 区 流体 运动 形成 的 边界 条 件 ， 初 选 对 其 适合 的 两 个 速度 分 布 式 : 


U=x:@y- Yi)(22- Zl) (7-2-28) 
U=x(2Y- Y2)(2Z- 2?) (7-2-29) 
以 上 两 式 均 满足 实际 流体 运动 区 的 边界 条 件 。 然 而 ， 确 定 该 区 内 的 速度 分 布 ， 还 必须 通过 运 
动 控制 方程 来 决定 。 如 果 将 速度 分 布 式 代入 方程 后 使 其 出 现 奇 点 ， 或 者 说 出 现 不 合理 现象 ， 
则 该 速度 分 布 应 被 选 掉 。 
将 式 (7-2-28) 代 入 式 (7-2-18)， 则 有 


a 
troy- Үү?)(27- 23 


нњ 


к P, [ixtor yoz- EË H 
= -Ki [aX 1@у-үї)о2-)+ йз 


3 о Оре © 3 Жу 
02-21уүС1Х71-эүоҮ-Ү?)Х 2] 


(7-2-18) 
对 式 (7-2-18)“ 作 定性 分 析 ， 当 X=0，Y=0，Z=0 时 ， 均 出 现 奇 点 ， 认 为 现象 不 合理 ， 故 
该 速度 分 布 舍 掉 。 
将 式 (7-2-29) 代 入 动量 方程 式 (7-2-18)， 得 


ReX(2Y - Y2)2(2Z - Z?) = Р +2v0X[ (2Z - 2у$щ-07- уу] 


К рах тт: 
(7-2-30) 
没有 出 现 不 合理 现象 ， 故 选 定 实际 流体 运动 速度 分 布 为 式 (7-2-29)。 
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7.23 ”理想 与 实际 流体 分 界线 方程 


利用 流量 不 变 ， 建 立 理想 与 实际 流体 分 界线 方程 ， 拢 形 断 面 是 对 称 的 ， 取 其 四 分 之 一 作 
为 研究 对 象 。 


进口 流量 
Q,=uHB (a) 
理想 流 区 
Оз= (Н - 8,)(В - 8,) = uo(HB - Bò, — Hò, + 8.8,) (b) 
实际 流 区 
1 1 
Qx= «х[оу - ү?)(22 - Z2)dydz = „хаз. сү ü Yoay| oz - Z2)dZ 
= 83, (с) 
根据 各 断面 通过 的 流量 不 变 ， 有 
Q 进 = Qa + Qg (d) 
u HB = uo(HB - ВӘ, ~ HB, + 83,) + иё, (e) 
无 因 次 化 ， 得 
1= 1-0-6 tirah (£) 
因为 在 进口 段 末端 中 心 速度 最 大 wx 处， 存在 条 件 
a ò, 
Fr w 
将 关系 式 (g) 代 入 式 (f) 
2 2 
1=ш[1-Ё +t) (h) 
4 |8)? 
1-4x|& 
u= —2 la (1-2-31) 
(1-5 


式 (7-2-31) 含 有 9-.， 只 要 得 到 它 ， 则 6, 也 就 可 知 ， 故 称 之 为 理想 与 实际 流体 分 界线 方程 。 


dUo _ 8708) 


Uo ax = г. 
1-8 


(7-2-32) 


7.2.4 ”确定 理想 与 实际 流体 分 界线 6,, ó, 


实际 流体 速度 分 布 式 (7-2-29) 中 ，Z = 闻 ， ү-8-2, 因此 ， 只 有 先 确定 分 界线 5.， 
z 3 
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6,， 该 式 才能 应 用 。 
因为 在 整个 断面 压力 是 不 变 的 ， 所 以 可 以 将 理想 流体 运动 区 的 无 因 次 微分 方程 (7-2-14) 
代入 实际 流 区 流体 运动 无 因 次 方程 式 (7-2-30)。 


2 2 
Rex (гү - YOZ- Z?) = кеб, д +2ьх[@2#- 255 -@v- >i] 
; Д 


(7-2-33) 
将 式 (7-2-32) 代 入 式 (7-2-33) 
ReX(2Y - Y2)2(2Z - 22) = – Re АСОИ 
(市 
+2wx[(22- 28 -0Ү- WE] (7-2-34) 
MAER 8, KERRZ=1, Y=1, 则 为 ` V 
ReX = -Re Ë = ей al +x (Н) -1] (7-2-35) 
近似 式 
(6 ев 97 @ 
将 式 (iD) 代 入 式 (7-2-35)，vos=“1， 有 
Rex[1- 4 二 + 人 全 | ] 
= -Re[1- 044 x[ 2: +)? Jo- & +448) [(#) +1 Jl- «628: ] 
(1-2-36) 
将 全 式 除 以 车 ， 则 为 
кех[|® |: -aà e) afè) ] Re[1-0.444x (给 ] оаа)" 
хв) fi- а56(8)2]-0 (7-2-36)” 


展开 
(ё) 2 Ë |` Aie н? 
Rex | è] х0.4442 + (6X +0.444) Re -4rex( È) + [re -12 H+) |х 


(è) +вх[ +]: :-2x[Ë; 8+1) = 0 (7-2-36) 
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除 以 0.4442 ReX， 则 为 


2 
sola a 


изени: =1, 0.402) в 0.197, HAERE, MERY 
(ae a) a -ea a lalo 
(7-2-37) 
式 (7-2-37) 是 革 的 四 次 代数 方程 ， 可 运用 高 等 教育 出 版 社 于 2000 年 5 月 第 八 次 印刷 的 《 数 


学 手册 》90 页 介绍 的 方法 进行 求解 。 
将 式 (7-2-37) 全 式 除 以 第 一 项 系数 ， 则 为 


аа аа ВА шый 
н! 6х +0.4441Н/ 6X+0.444L Re\ В? (6X +0.444) Кен 
н? _ 
218) _) ОЗЫ) 
(6X+0.444)Re ` мА 
令 
м CE 
b= -6X+0.444 (7-2-39) 
-=2 aD 
э еттт -8(8- 1] 07-2740) 
2 
sx| pa- 1) 
dt (2-2-6) 
2 
ах -1| 
e= — (ву +0.444)Re (7-2-42) 
将 式 (7-2-38) 写 成 下 式 
8,\* Ё + жау. EA 
[Ë) -b 2) +42) +ан7е=0 (7-2-43) 


应 用 上 式 找 3.， 还 必须 利用 进口 段 结束 处 3. = H, В (7-2-43)ЕЇ, ЯИК 
界 条 件 要 求 ， 结 合 实际 情况 ， 将 有 关公 式 加 以 改造 方 可 求 出 合理 的 a, 分 布 并 找到 对 应 的 进 
ORKE, 


式 (7-2-43) 是 党 的 四 次 代数 方程 ， 理论 上 它 有 四 个 解 ， 而 实际 情况 只 有 一 个 解 。 经 过 


10. таж‹ж)йл+# 


大 量 运算 与 多 方面 分 析 ， 选 计算 其 解 的 公式 为 


EA 8, 161y2-1al 
(&) tHo- Jira) i f 02). 0 (7-2-44) 


其 中 y, 与 y, 为 下 式 的 两 个 根 : 


y -0.5cy+(0.256ldllel)=0 (7-2-45) 
式 中 : 
E (7-2-46) 
=|в1с' =l Í: - н -1)] (7-2-47) 
141=1014' = ЕЕ -1) (7-2-48) 
11 ө &ЖЁ-1) (т-2-49) 


RH, e, 取 绝 对 值 ， 是 为 保证 公式 能 得 到 合理 解 。 公 式 应 用 时 ， 分 县 >1 H< 两 种 情 


况 ， 每 种 情况 又 依 不 同 Re Ш, Нах 的 变化 曲线 。 
举例 说 明 公式 应 用 方法 。 设 矩形 断面 B=0.3m，H =0.4m，Re = 580， 绘 出 进口 段 理 


想 流体 运动 与 实际 流体 运动 分 界 曲 线 | 芝 ] 。 首 先 计算 O, 2, юй, 


2 
e =1- 221(0:4)* -1]=1-0.0207x0.7769=1-0.0161=0.9839 


0:3 
ai= S [(%4)°-1]=0.0138x0.7769=0.0107 
le'l = [(%4}? -1]=0.0069x0.7769=0.0054 
设 X=50， 计 算得 
ШЫ aaa z EEEN = [Saa |= 10.53811 


c= |b |c =0.5381 x 0.9839 =0.5294 

141 = |b| |d’ | =0.5381 x0.0107=0.0058 

lel = lb] le | =0.5381 x 0.0054 = 0.0029 

Hb, c, ldl, le ERAR(-2-45) 

5? –0.5су + (0.25141 |е|) = у*—0.5х0.5294у + [0.25x ( — 0.05381) x 0.0058 — 0.0029] 
= y? -0.26979 —0.0037=0 a) 


=0.2697+ 0. 2697 +4x0. 0037 _ 0.2697 + 2 0875 


=0.2828 


=æ -0.0131 


„= -0.2697— 5° 0875 _ 0.2897 - 0.2958 _ —0.0261 
2 2 
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将 y 与 yo 代入 式 (7-2-44) 
š 2 
(2) + 去 ( -0.5381- /8х0.2828 +053811 — 4 0,5294) 


—0.0131+ 0.538 x С _ 0.0131) — 0.0058 
У8х0.2828 + 0.5381°— 4 х 0.5294 


= [5] y £ _ B -0.0072- 0.005 
-(2) + 立 (一 0.5381 0.6592) Ë +| -0.0131+ 072-0 ) 


КА н 3, 
=| g] -0.5987 ү -0.0325=0 2) 
解 出 


=0.5987+ y0. 5987 +4х0, 00325 _ 0. 398710. 6989 


еер 


= 0.6488 


34 X =100 Bf, R ð, ч. 
1 1.3 
6х100+0.444 
c= |b| c’ =0.663 х 0.9839 = 0.6523 
lad| = 1611471 =0.663 х 0.0107 = 0.0071 
lel = |6] le’ | =0.663 х 0.0054 =0.0036 
2° —0.5су + (0.25Ь14| — |e|)= 3? -0.5X0.6523y + [0.25x ( —0.663) x 0.0071 - 0.0036] 
= у®-0.3262у-0.0048=0 (з) 


= 0.3262+ /0.32622 + 4 x 0.0048 0.3262 + 0.3544 
2 2 


=03262-0.3544_ -0.0141 


== 0.663 


解 出 y yz: 


=0.3403 


Жу, 与 y, 代入 式 (7-2-44) 
[5] +o- /8y1+ 52-4, )12. + =: 
H x cl 2H Мву +67 -4e 


z | ео заст гов pe pe 104 
- (2 ( -0.663 - /8x0.3403 +0663 —4X0.6523] Гү 


-0.0141 + 0:663 х (0.0141) -0.0071 | 
У8х 0.3403 + 0.663 — 4 х 0.6523 


j +- 0.663 -0.7435) 1% + | 一 -0.0141 + 二 0.0093 二 0.0071 


2 
) —0.7033 Š _0.0362=0 (4) 


` H2 . І 
解 出 


тжс 


д, 0. 7033 + /0. 1033 +40. +0362 _ 0.7033 + У 0.6395 
2 


0.7033 +0. Ө 


>* 08 0.7515 


T 


6$:=0.7515H =0.7515x0.4=0.3006m 


= хз 20013 980.255 
ШЗ ЛИТЕЛТЕТГЫ 1200.444 = 70-8166 


_300!3 -3 
1800.444 ^ ~ 0-9223 

计算 结果 列 入 表 7-2 内 。 9, 变化 曲线 见 图 7-3。 
表 7-2 


8, 曲线 计算 人 Re = 580, Е. 1.333) 


图 7-3 例题 进口 段 8, 变化 曲线 
7.2.5 ”确定 进口 段 长 度 的 方法 


确定 进口 段 长 度 工 sweannanaqunanap 过 是 紧密 相连 的 。 
ma н. ща Seman, ийет, 对 应 的 X 值 就 是 工 。 


种 情况 ， 依 Re жз, 将 结果 列 入 表 7-3 和 表 7-4 中 ， 并 绘 成 曲线 ， 见 图 7-4 和 图 
7-5。 


ER X 计算 不 
ЯН = 1.333， 县 =0.5 丙 
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%73 92133 вана 

> 0 20 50 100 200 300 
580 0 0.45 | 0.65 0.75 0.89 0.99 
40 | 0 0.53 | 0.67 0.82 0.94 1.02 
20 | 0 owo | on 0.88 0.96 1.10 
100 0 0.81 0.92 0.97 1.09 


从 曲线 上 可 以 看 出 ， 当 Re = 580 时 ， 进 口 段 长 为 320; 当 Re = 400 时 ， 进 口 段 长 工 = 280; 
当 Ке=200, L =220; 当 Re=100 时 ， 工 =110。 


o 20 s% 100 200 300 


图 7-4 理想 与 实际 流体 运动 分 界线 与 进口 段 长 度 


因为 号 比值 与 Re 在 矩形 管道 层 流 运动 中 均 是 已 知 的 ， 所 以 当下 = 1.333 时 ， 不 同 Re 时 
进口 段 长 度 与 全 变化 情况 均 可 以 得 到 。 


表 7-4 r mat 
x 
> 0 20 50 100 | 200 300 
580 0 0.48 0.58 0.73 | 0.89 1.01 
400 0 Í 0.55 0.66 0.77 | 0.92 1.02 
200 ° 0.60 0.75 oso | 0.99 1.09 
100 0 0.74 0.86 0.97 1.11 


7.2.6 流体 速度 分 布 最 后 确定 
所 谓 速度 分 布 ， 是 指 理想 与 实际 流体 运动 区 速度 各 自 的 分 布 。 
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图 7-5 进口 段 长 与 分 界线 计算 用 图 


(1) 理想 流体 速度 分 布 

前 边 建立 的 理想 与 实际 流体 运动 分 界线 方程 式 (7-2-31)， 含 有 理想 流体 运动 区 速度 
О, ШНМ X=0 时 ，Uo=1， 已 经 具备 其 速度 的 基础 。 它 实际 上 是 一 个 平衡 方程 ， 将 它 写 
成 


xla) 
1+9х| 5 
п„=——\Н!' 


„= А (7-2-50) 
lis g) 
为 使 它 满足 边界 条 件 ， 成 为 真正 的 速度 分 布 ， 将 它 写成 
CA 
1+5x| = 
Uo=a 2 18) (7-2-51) 
[+ 
利用 条 件 x=0, U,=1, X=L, UL, 0)=U,.,=2, а, b 为 
1,1. 
2-|т+е 
а=1- ЕЕ (7-2-52) 
Е 
TE 
2-| i+% 
b= P s) (1-2-53) 
1-345) 


(2) 实际 流体 运动 区 速度 分 布 
实际 流体 运动 区 速度 分 布 式 (7-2-29) 是 初 选 ， 它 没有 满足 当 X= L 时 U=2， 也 没有 具 
体 满足 当 Z=1，Y=1 时 Uo= U 的 条 件 。 为 此 ， 利 用 边界 条 件 式 (7-2-22) 
U(X, Y, 2)|y-1,z-1= Uo(X) 
取 
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CAH 
1+#х[®) 
9 VH x 
a 加 +в (7-2-54) 
1+ 


只 要 知道 Re АНН, WÈ, L 均 可 以 计算 出 来 。 由 式 (7-2-54) 计 算出 a， 这 个 a 就 保证 了 


实际 流体 运动 区 速度 分 布 在 分 界线 上 与 理想 流体 运动 区 速度 相等 。 现 分 芋 = 1.333 SH = 


0.5 两 种 情况 下 计算 出 a 值 。 列 成 表 ( 表 7-5 一 表 7-12)， 绘 成 图 (图 7-6 和 图 7-7)。 为 以 后 
计算 理想 流体 运动 区 速度 与 实际 流体 运动 区 速度 提供 了 方便 。 


表 7-5 921.333, Re=580, L =320, a =0.0391, b=0.09709 


и=Х(27-у(2Ү-Үү?) 
Re 


表 7-6 К =1.зэз, Re=400, L =280, a =0.0332, b=0.9668 
x 0 2 | % lo | э 280 
z ° 0.530 | 0.666 0.824 0.888 1 
U 1 1.016 | 1.097 1.278 1.629 2 
a 0 0.497 0.638 0.728 0.802 0.825 


表 7-7 8 1.333, Ке = 200, L = 220, а = 0.0427, Б = 0.9573 


' 116 > 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


А А А —— 5 
9 20 s 100 200 300 


76 实际 流体 运动 区 速度 公式 a 值 ( Ë = 1.335) 


79 H =0.5, Re=580, L =280, а= 0.0332, b=0.9668 
х 0 20 50 100 200 280 
È 0 0.483 0.581 0.729 0.890 1 
U 1 1.013 1.080 1.300 1.630 2 
a 0 0.469 0.603 0.686 0.756 0.861 
表 7-10 20.5, Re=400, L =240, a=0.0386, b=0.9614 
2 2 l ii a ИРЕНЕН 
x n 20 50 100 200 240 
£ 0 0.55 0.663 0.772 0.918 1 
U 1 1.021 1.111 1.299 1.721 2 
a 0 0.497 0.635 0.725 0.794 0.799 
表 7-11 =0.s, Re=200, L =205, a=0.046, b=0.954 
X 0 20 50 100 200 205 
z 0 0.59 0.746 0.855 0.993 1 
0, 1 1.025 1.156 1.401 1.968 2 
а 0 0.561 0.711 0.806 0.872 0.874 
家 7-12 Н 20.5, Re=100, L =96, a =0.1008, b=0.8992 
x 0 20 50 96 
8, 
H 0 0.740 | 0.856 1 
Uo 1.095 | 1.405 2 
a 0 0.725 0.892 0.967 
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o А -L 
2 5 100 200 280 


B77 实际 流体 运动 区 速度 公式 a| =0.5) 


通过 表 与 图 可 以 看 出 ，a шунык, 有 关 ， 而 且 随 X 而 变化 。 
(3) 压力 变化 
将 式 (7-2-51) 代 入 式 (7-2-14)， 积 分 、 定 积分 常数 ， 得 


ШЕТШЕ o 


7.3 S| FE #8 Ж@Ҥ ë ë £ l) Ë: 


坐标 系 与 原点 选 定 如 图 7-8 所 示 。 


图 7-8 不 可 压缩 汕 流 图形 管道 进口 段 


7.3.1 运动 控制 方程 与 边界 条 件 


由 式 (4-4-11) 并 结合 本 问题 ， 可 得 
э (= 12u2u) 


2P2\3rəðz идгдхт 
2 
__ap Pu Pu „u Pu 
= = ++ КАРЕ trian araraz (7-3-1) 


,118 > 工程 素 ( 沙 ) 流 力学 


边界 条 件 
и(х, r)lzz0=0 
ulz, r)l sa) (=) 
ulz, па 


ди(х, r) =0 


ar |) 


2 
а Е r)<o 
г 


Р(х, r)|.-o= Р. 
将 方程 与 边界 条 件 无 因 次 化 ， 为 此 取 


M =_= == =. £2£= 
uT а) Хб», Yo pe™ Po 


ve pe 
AP: wu 一 一 管道 进口 流速 ; 
6(z) 一 一 理想 与 千 性 流体 分 界线 ; 


ro 一 一 管道 半径 ; 
.一 一 管道 进口 处 流体 压力 ; 
ve 一 一 管道 进口 处 流体 运动 黏 性 系数 ; 


pe 一 一 管道 进口 处 流体 密度 。 
将 以 上 比值 代入 式 (7-3-1)， 整 理 后 得 


vo te [zz 12U2U 
2 P2 rof(z) 


ƏXƏR UaXaR 


+ 

PeropoaX * 
2 

+2'—— ги 2р. |] 


ч + 
raX” (= 


pe дру uU ve PU, ч, > 
)roaRaX ?2\ (x) IR? Ə(z)roƏR2X 


(7-3-2) 


(7-3-3) 
(7-3-4) 


(7-3-5) 


(7-3-6) 
(7-3-7) 


Sle) r IRIRƏX (7-3-1 
RU, ШЖ 
ro 
Yopa ro ( U _1әџәу 
2 6(z) IRIX UaRaX 
__x 2po pi т ŽU [ ro \ 2U aU FU 1 
=- Ki тәх * *o|əx28(z)ƏR2X * ?2l\ Sle)! әк? 8(:)әкәх ` K2 ƏR3R2X 
(7-3-8) 
式 中 : 
K1= Pe (7-3-9) 
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n 2t'u,ro a 
K= (1-3-10) 
无 因 次 边界 条 件 : 
U(X, R)|x-o=0 (7-3-11) 
U(X, R)|k-1= Uo(X) (7-3-12) 
aux, R| =0 (1-3-13) 
R=1 
U(X, R)|x-L=U (7-3-14) 
fua, so 0 (7-3-15) 
P(X, В)|,_„=1 (7-3-16) 
理想 流体 运动 区 ， 流 体 运动 微分 方程 为 
СОТ dp 
w 0= A (7-3-17) 
理想 流体 运动 边界 条 件 : 
uo(z)|,., =u, (7-3-18) 
R: uo 
将 式 (7-3-17) 与 式 (7-3-18) 无 因 次 化 ， 取 2 = Uo， 则 
ай, 
Uo = -Ks pa (7-3-19) 
AF: 
к,= 2 (7-3-20) 
шер, 


将 式 (7-3-19) 代 入 式 (7-3-8)， 则 有 
x _ro [z U _ 1aUaU 
292 8(z)\aRaX URIX 


к, dU。 [ги 
=к,% + 


52580 *: „| КШ zU, ^к, шар) 


(7-3-21) 


2+(1+ Ф 


1.3.2 进口 段 速度 分 布 


根据 边界 条 件 ， 理 想 流体 运动 区 无 因 次 速度 分 布 暂 选 
Uo= (1+X)FC9 (a) 
黏 性 流体 运动 区 ， 流 体 运动 无 因 次 速度 暂 选 
U=XFC0(2R 一 R2) (b) 


‚120. 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


将 式 (a) 与 式 (b) 代 入 式 (7-3-21) 
STSS[F(X)XFO0-12(1- R) -2(1- R)F(X)X -1] 


o 
2a ) 


=Re(1+ X)2F00-1F(X)+ „(ов = R)F(X)(F(X) -DX V- ра) (05 


F(X)X -1 R)+ pz Xeeo(-2)+4Ka(1-R)PX2re9] (7-3-21)' 
当 尺 =1 时 ， 则 式 (7-3-21) 为 

ХАЕС з! XF = Re(1+ Ху Ю-1Е(ху+»Е(Х)У(Е(Х)-1)Х°°9-1 (7-3-21 
对 X 取 对 数 ， 则 有 


165 让 


2 
е 8) F(X)In(X)= Re(2F(X)- 1)in(1+ X)F(X)+ yoF(X)(F(X) -1) InX (1) 
将 式 (1) 全 式 除 以 F(X)InX， 则 为 
2 
2wa у] =Re(2F(X)-1)+v(F(X)-1) (2) 
Re 是 雷诺 数 ， 在 湛 流 时 ， 它 是 一 个 很 大 的 标量 ; v。 = ls Tes 25 F(X) 无 关 的 量 ， 
92<1。 所 以 式 (2) 可 以 简化 为 


F(X) +2(Re-1)F(X)=Re -1 (3) 
按 代数 解法 ， 得 
рох) = 2(Re-1)+ 44 веста 210) (4) 


将 式 (4) 化 简 ， 取 合理 解 


уур [rep R aR- БУ PE we 
2(Re-1)+ J4(Re-1) +4 Re-1 _ 2(Re-1)+2(Re-1) LAS 1 


2 Е 2 


F(X)= 
~0 
说 明 按 代数 精确 解法 找到 不 合理 的 解 F(X) =0。 只 好 放 掉 F(X) 项 ， 用 式 (3) 中 的 F(X) 
一 次 式 解 ， 得 


/pe 
F(X)=3(Re-D 2 (7-3-22) 


从 理论 上 讲 F(X)= 二 是 合理 的 ， 当然 还 可 以 通过 实验 证 明 它 的 合理 性 。 
将 式 (7-3-22) 代 入 式 (a)， 将 其 写成 


Ш=а(1+Х)ї+с (ау 
利用 理想 流体 运动 区 的 边界 条 件 ，X=0，Uo=1; X= 工 ，Uo= О, TURE 
- 1-0. (7-3-23) 


1-(1+1)# 
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工 
= C+ (7-3-24) 
1-(1+1)? 
Жа, c 代入 式 (a)“， 则 得 理想 流体 运动 区 无 因 次 速度 分 布 
u=— 1 [i-u да+ + Una A+ 32] (7-3-25) 


1-(1+L)2 


黏 性 流体 运动 区 速度 分 布 ， 除 将 F(X) = FRAR), 它 也 要 满足 X = 工时 U= 
Umax 的 条 件 ， 因 此 式 (b) 应 写成 


U =RU, XŻ(2R- R?) (7-3-26) 
式 (7-3-25) 中 有 工 ， 式 (7-3-26) 中 有 c。 要 应 用 这 两 个 公式 ， 必 须 先 确定 工 与 a。 


7.3.3 ”确定 进口 段 无 因 次 长 度 工 与 a 
壁面 摩擦 力 做 功 计算 如 下 : 


u А 
Е, = jzrror2dz = orrozznge у=) Xĉdz 


5(т) 
s чаа 12 5 iy 
=4rropuRe 2015" 


= SnrdpRe у=, 2(х) +) E 


=S Re аа? = S инеш 12 (A) 
理想 流体 运动 区 压力 下 话 与 过度 问 美和 
2 2 
"ы. н 
арои (в) 
对 1kg 流体 而 言 ，p = 1kg。 由 于 式 (A) 与 式 (B) 相 等 ， 即 
2 2 
| хш) =É Re. L (с) 
则 式 (C) 可 以 写成 
Sike] (užu — u2) 5 
-[ 16 pu maxri Re" ] (7539:27) 


利用 在 理想 与 黏 性 流体 分 界 上 它们 速度 应 相等 的 条 件 ， 将 式 (7-3-26) 与 式 (7-3-25) 等 
起 来 
£ 1 1 
TEC- U.) I+ X)? + U, (1+L)2]=RU X2 (7-3-28) 
t-Urr) 
щ X= L 时 ， 式 (7-3-28) 应 为 


1= Re (7-3-29) 
利用 (7-3-27) 与 式 (7-3-29) 两 式 联 立 可 以 求 出 a 与 L。 这 里 的 a 只 起 到 确定 问题 定义 域 之 


+ 122 ， теж(й)йл+# 


一 的 的 作用 。 
7.3.4 ”最 后 确定 实际 流 区 速度 分 布 
以 前 已 经 得 到 实际 流体 运动 区 速度 分 布 公式 (7-3-26)， 它 为 确定 问题 定义 域 起 到 非常 重 


要 作用 。 但 它 要 真 的 作为 实际 流 区 速度 分 布 还 必须 满足 理想 与 实际 流体 速度 在 分 界线 上 相等 
的 条 件 。 所 以 式 (7-3-26) 应 依 此 进一步 加 以 改造 为 


U= ReX5(2R - R?) (7-3-30) 
式 中 的 a 应 依 理想 与 实际 流体 在 分 界线 上 的 相等 条 件 加 以 确定 。Uo 是 理想 流体 速度 ， 在 确 
定 无 因 次 长 度 工 后 ， 它 是 可 以 根据 不 同 X 加 以 确定 的 。 


7.3.5 ”确定 理想 与 实际 流体 分 界线 5(x) 
将 式 (7-3-25) 与 式 (7-3-26) 代 入 式 (7-3-21)， 得 


1 £ 
0-—1— Um аж? +ои,.-0+12]7—8—[20- U.) +X) 2] 
1-(1+L)2 15 (1+1)? 


-ire (2R - R°)X = 25 201- prex -ra (7-3-21) 


FG) 
EAER), MR=1, у=, ARH X=0 时 奇 点， жок+}, 则 上 式 为 


( r V 1 | 1U fa- y) LU a+ en). маню) 
80) aa- prex? \201-(а+10Ё а+х)? * 
(7-3-21)” 
a) 201- p) ReX? 
ro > 2 
上演- -а-шокю_ fa- U саа. азо 
211-а+1)0 а+х)? $ 
(7-3-31) 
式 (7-3-31) 不 满足 边界 条 件 x= L, Ë(2) = 1。 所 以 应 改造 为 
a(z)_。 201- об)вехі 
те (1-0 Ее [U + L) 3 
Um) + аар) Друку? 
2[1- (1+1)27 а+юі 


(7-3-32) 
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а-шыо [qy у: Оаа 
211-(01+1)2р arot 
2(1-ефкет.3 


AF, ро 是 充分 发 展 管道 中 灌流 涡 旋 体 积分 数 ， 在 此 ， 它 应 是 已 知 值 。 进 口 段 涡 旋 体 积分 
数 为 


Ë -} 
一 玫 Re (1+ 工 ) 


(7-3-33) 


рех 90 (7-3-34) 
17-1 有 一 水 管 ， 直 径 0.6m， 断 面 平 均 速度 ¿ = lm/s， 流 体 动力 黏 性 系数 ¿= 1.005 


xX10-5N',s/m2?， 运 动 黏 性 系数 "= 1.141x 10Sm?/s， 管 中 心 最 大 速度 u... = 1.2m/s。 确 定 
进口 段 长 度 1 为 多 少 ? 


解 
6 
Re = 270. D03310. 一 262927 
将 式 (7-2-27) 与 式 (7-2-29) 合 并 为 
2s 
g Sikg]( uzu- u?) 
37ean |— S ma e 
SB 16pu „т а) 


ARTAR 
5(1.2 — Ë) х10° 5х0.44х1000 _°** 2200 _ Р, 
й 16x1.005x1.2x0.3? |16x0.09x1.206™ TZE -1266.55 


(55 5 2а) аке = 1017.42 


(555 - 2a) 62927-2. 858 


—1.ба х 12.48= 2.858 


— _ 2.858 _ _ 
a= -i9 96770-143 


将 a 代入 式 (7-3-29) 


1= RL? = (262927) 9 Li = 1—13 (2) 
解 出 
工 
5.957= Lš 
5.957°= 
35.478= L 


1=1.х0.3=35.487х0.3=10.646т 
9172 题 意 同 例 7-1， 已 知 充分 发 展 管道 中 涡 旋 体积 分 数 ，p = 0.1， 绘 出 理想 与 实际 
流体 运动 分 界线 $(z ) 速 度 分 布 图 。 


"124 ， 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


解 首先 由 式 (7-3-25) 计 算 断 面 下 理想 流体 速度 分 布 与 实际 流体 运动 公式 。 
当 和 =5 时 
u = L [0G-U,.JDG+X:+U,.- A+ 12] 
1-(1+L)? 
=—1—ү[(а-1.2)(1+5)Ф+1.2- (1+35.487)2] 
1- (1 +35.487)2 
кы ке = = =5.299 _ 
= C 0.2X2.495+1.2-6.04) = $2 -1.0575 
u(z)=1.0575x и„= 1.0575 х1=1.0575т/з 


同 理 ，X= 10，X=15，X=20，X=25，X=30 计算 结果 均 列 入 表 7-13。 


表 7-13 例 7-2 计算 结果 

x 5 10 15 20 25 30 35.487 

U 1.0575 1.0919 | 1.1190 | 1.1422 | 1.1627 1.1813 | 1.2 

а = 0.0600 = 0.0852 | = 0.0995 | 0.1094 | — 0.1169 = 0.1229 | 0.1284 
xa 0.6573 0.7991 | 0.8165 | 0.9084 | 0.9450 0.9712 1.0000 
СӨ) 0.1972 0.2391 0.2585 0.2725 0.2835 0.2913 0.3000 


现在 由 式 (7-3-30) 计 算 X 为 不 同 值 时 ， 实 际 流体 速度 分 布 式 中 a 值 ， 以 X = 5 为 例 说 
明 其 计算 方法 。 


1 
U= Re°X2 (7-3-30)” 


1 
1.0575 = Re’5? = Ке"2.236 


0.4729 = Ке" 
10.4729 = alnRe = cln262927 
- 0.7487 = а12.4796 


_ =0.7487 _ _ 
= T2.4796 0.06 


其 他 不 同 X 的 a 值 计 算 方法 一 样 ， 均 得 出 ， 列 入 表 7-13。 
实际 流体 运动 区 速度 分 布 ， 依 不 同 x 值 分 别 如 下 。 


а 


当 X=5 时 

U= ReX OR- R?) a) 
当 X=10 时 

U = ве 7999028 — R?) (2) 
当 X=15 时 


工 
U= Re 1X2(2R — R?) (з) 
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6125 + 


0 


34 X =20 Bf 
1 
U = Re 909 x2(2R - R?) 
34 X =25 Pf 
1 
U=Re ™"9 X2(2R - Е?) 
34 X =30 Pf 


$ 
U= Re 9129 x2 (2R — R?) 
34 X = L =35.487 时 
1 
U = Ве 9:08 X2(2R – В?) 


(5) 


(6) 


(7) 


计算 理想 与 实际 流体 运动 分 界线 8(z)， 应 用 式 (7-3-32) 与 式 (7-3-33) 计 算 ， 其 中 ， 


了 Re(1+ 工 站 项 ， 量 级 很 小 ， 可 以 略 去 。 首 先 计算 а 值 ， 由 式 (7-3-33) 


一 


U zasnt] 


1- U max) Re| 1- U... + 
C- Uma) | ры 1+L)š 


х0 
| © за-»фвл!п-а+ь#Р 


12-01435487] 
(1 +35.487)2 


2 
4(1—0.1?) x 2629277% [1 — (1 +35.487)2 2 


GL-1.2)x262927[1-1.2+ 


ED йыла, 
Z484 
2 50589 -0.2+ А _ [2654.649 
150.785Х 5.9571 _ç 092 1 3.7675 25.408 
J85 З-ЭЭ71( 6.09), 
_ [52654649 _ š 
= 52659-69 = /550.0628 =23.4534 


当 X=30 85, 07-3-3279 202048, 


Без аї- oo) Rox (1+ 1022 
ro Um- (1+ bi] 
+)? 
应 用 式 (7-3-32)* 之 前 ， 首 先 应 用 式 (7-3-34) 计 算 对 应 的 9 值 : 


0.1 
35.487 


Rell- Um 1-0. 


p=30 °=30х =30x0.0028=0.0845 


2 
#3 =0.08453 =0.197 


(1-3) = (1-0.197) =0.803 


э ою 


(7-3-32) 


+ 126 · 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


1 
4.6355 


Re = 26292779129 = 
将 以 上 有 关 数 据 代 入 式 (7-3-32) 


=0.2157 


1 1 

8(z)_ 4X0.803X0.2157X302[1- (1 + 35.487)2 ]° 
证 =23.4532 І 
0 1.2-(1+35.487)2 

1-1.2+ 2 (1 +35.487 $7 
(1+30)2 

0.6928 х 5.4772 (1 ~ 6.04)? 

-0.2х262927( 一 0.2+ 


262927(1- 1.2| 


=23.4532 


Е 7946X25-408 _ 
-42 2 


а 96.4132 _ 
=23.4532 36229.1405 23.4532 /0.0017146 


= 23.4532 х0.0414=0.9712 

a(z) =0.9712х ғ=0.9712х0.3=0.2913т 
同 法 ， 其 他 8(z) 计 算 结 果 均 列 入 表 7-13 内 。 
以 X=5 处 为 例 ， 说 明 断 面 速度 分 布 方 法 。 


96.4132 
— 52585 X ( – 1.0693) 


U= Re-°%x#(2R - в?) a) 
式 (1) 是 无 因 次 式 ， 将 其 变 为 有 因 次 速度 分 布 ， 则 为 
2 
a аза Е в 
34 r =0.05m Bf 
ul1.5, 0.05)= 12629277995: [2 20:05 - 2:05 )*] 


=1х1.0576(2 х 0.2538 – 0.0644) =1х1.0576(0.5076 — 0.0644) 
= 1.0576 х 0.4432 =0.4687m/s 


当 r=0.lm 时 
2 
ulz, r)=u(1.5, 0.1)=1x1.0576[2x %1- L1) ] 
=1.0576(2x 0.5076 — 0.2577) =1.0576x0.7575=0.8011m/s 
38 r =0.15m Bf 
(4.5，0.15)=1x1.0576[2x 0.15 _ | 0.15.) ] = 1.0576x (2x0.7614-0.76142) 
д 0. 197- 0.197 И А : 


=1.0576x (1.5228 一 0.5798) = 1.0576 x 0.943 =0.9973m/s 
7.3.6 ”压力 变化 (无 因 次 ) 


压力 与 其 所 在 断面 上 位 置 无 关 ， 它 只 是 距离 > 的 函数 。 因 此 可 以 利用 理想 流体 运动 微 
分 方程 求解 之 ， 将 式 (7-3-25) 代 入 式 (7-3-19) 


第 7 章 不 可 压缩 流体 管道 进口 段 + 127 + 


图 7-9 例 7-2 中 5(x) 曲 线 


y, Wo. ap 
odx 3 podX 
1-0 C ((-U,DX+2[U, +a +X). Кр, a) 
2[1- (1+ L)2 2 Po 
当 X=0 时 ，Pu=1， 则 定 积分 常数 c= -°, 


-1-5 U, 
po2[1- (+L 
7.3.7 ЕСЕ) AR a Б 
计算 断面 平均 速度 ve 目的 有 二 : 一 则 其 本 身 与 计算 涡 旋 径 向 分 速度 有 关 ; 二 则 是 通过 


它 可 以 得 到 平均 速度 在 断面 上 的 位 置 。 有 了 这 个 位 置 ， 可 以 确定 涡 旋 产 生 的 地 带 。 如 图 
7-10 所 示 。 


(а-о, ухо, (1+L)Ż]2(1+X)?} (7-3-35) 


图 7-10 堵 性 流 区 断面 平均 速度 vo(x) 示 意图 


dA=rod9dr, 而 w=R, dR= 


< 
502) Say dr=6(z)dR 


ЧА = ro8(z)d0dR (b) 
dg =u(z, r)dA 


1 
=u, ReX2(2R — R2)dA (с) 
$ 
d9 = u Re°X? (2R – R2)ro8(z)d0dR 


Р 1 2r 1 2 
0= veReeX2ro8(z) j aof ок - к?)ак 


，128 > 工程 素 ( 淇 ) 流 力学 


1 2 
#=2кке°Х? тё(х) уи. (a) 
2 РЕ: 
00) (а) 3 ВХ (7-3-36) 
1007-3-36) ИНЕ ТЕЗЕ ВЕ o (т). ДНУ 
置 计 算 只 需 将 其 值 代入 速度 分 布 式 中 ， 实 际 流 区 速度 分 布 为 
U= RX (2R - R2) (7-3-30) 
将 其 变 为 A 
‚а £ 2 Й LOX 

ибх, r)= u, ReX? (2R - R?) (7-3-30) A 
将 平均 速度 式 (7-3-36) 代 入 式 (7-3-30)’ 左边 ， 对 应 的 R 就 是 平均 зә 
速度 的 位 置 Rs。 如 图 7-11 所 示 。 


2 法 2 7-1 ЗАРЕ 
з ReX2u = u Re X2(2Rs - К) 均 速 度 Rs 示意 图 
=2Rs -RS (© 
解 式 (e) 得 
Rg=0.423 (7-3-37) 
тв=0.423д(х) (7-3-38) 


平均 速度 vo(z) 的 位 置 ， 也 就 是 边 层 流 的 界面 ， 是 涡 旋 产生 的 地 方 。 
7.3.8 边 层 流 界面 上 的 涡 旋 强度 


断面 上 黏 性 流体 平均 速度 与 速度 分 布 曲线 的 交点 组 成 的 曲面 ， 就 是 边 层 流 界面 。 在 这 个 
面 上 会 间 败 地 产生 涡 旋 。 有 因 次 与 无 天 次 涡 旋 的 关系 如 下 
Са) 120  La(z)9u _ (z) , (7-3-39) 


= іа 190.0, 1,4 рих = 
| = B23 5 二 ReX22(1-R) 2 ORX а-в) 
= на рид р -0.423) 
8(х) “ É 
1 
= иер ауз 
о 0.577 ç zy Rex (7-3-40) 


7.3.9 边 层 流 界 面 上 涡 旋 径 向 速度 u; 
依 第 4 章 式 (4-3-27)， 结 合 本 问题 ， 则 为 
и] =12w[e1,.-,] vgt (7-3-41) 
将 式 (7-3-40) 与 式 (7-3-36) 代 入 式 (7-3-41) 
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(osr zerei] ; 
0.577 se Rex?) 0.5774 E 
а 10и 1 ree 
> 


2 
2u Rexi 3(z) 


1 

202) –0.4232(=) |0.5772и,Ве"Х? 

=18v FO — — л_ 
a 


(=) 


зору? 
(«г lya, J 180S TREN 


Е (=) 


Жу ©, |3.4578m Rex? 
Heer 3(z) Pn 
7.3.10 涡 旋 体积 分 数 9 


依 第 4 章 涡 旋 体 积分 数 定义 ， 结 合 本 问题 
_[#]ли; 
P= `488(х) 


7.4 SJ Fk 88 zü 38 35 3 € 8 R 


(7-3-43) 


与 前 节 不 同 之 处 ， 它 是 一 维 流动 三 维 变化 。 坐 标 选 定 如 图 7- 12 所 示 。 


实际 流体 运动 区 


图 7-12 ”矩形 管道 进口 段 流动 示意 图 


7.4.1 运动 控制 方程 与 边界 条 件 


由 式 (4-4-11)， 结 合 本 问题 ， 可 得 
У [Z ёш _1[ди у ди 2] 


292Layar az3arz и\ду azlazr 
ар Фи, [и Фи Zx.) _ 2 Pu 2 [au Pu „диги 
= 22 2 +(1- ф3) * +(1 929592 +293t ) 


+ 
эх? ау? 3z Әдудх Әудудх ` ӘхӘхӘх 


(7-4-1) 


+ 190 - TES C) 3 


图 7-13 ”矩形 进口 段 示意 图 
矩形 管道 进口 段 ， 理 想 与 实际 流体 分 界面 比较 复杂 。 如 图 7-13 所 示 。 


и(х, у, z)|,-o. =o, =6=0 (7-4-2) 
ulz, у, z)|,-.ys0. H usa (7-4-3) 
ди 
йә. =0 7-4-4 
9y эу=В-4,(х,а,) ‹ › 
ди 
СҮ =0 7-4-5 
3z 2802,0) ‹ ) 
Pu 
22<0 (7-4-6) 
ау 
а <0 (7-4-7) 
Әх 
р(х, у, z)|,-o= Р, (7-4-8) 


将 方程 与 边界 条 件 无 因 次 化 ， 为 此 取 
=” Га В=у ma нү НЧЕ = 
ay НХ. AER mY KER э) 72 pe Po pe 
将 以 上 比值 代入 方程 与 边界 条 件 ， 得 


vo # [H U нау _1|H2U нәу 2u] 
292 Н? \9удҮдХ az3Z3X ULayayY azaZ13X 


222 222 2 
a] 


= Нр,одхХ н? (< әх ау! әү? \2=! 3z? 3ay3YaX 
23_ HFU ‚2гшг|н\%?әи 2U [| H)'aU 2U | 
t(@3-1)2;2Z2X I нз Е а(н 2Z3ZəX 


(7-4-1)' 
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РАЯ 


除 以 一 2*， 则 为 


x, [Ë U ,HŽU _ 1[ HƏU H2u)2u] 
292Layay3X az3Z3X U\3y3Y azaZ13X 


= -Ki 220+ tollgate Е 2U +[Ë ŽU, H zu) 


Pô? X ӘҮ? * az? 3y9Y3X 
н ару aU PU _[H|'aU әу 
-oing аүәүәх' z) 57 18), (7-4-9) 
ќт; 
= Р.Н 
ери (7-4-10) 
K = 266 (7-4-11) 
U(X, Y, Z)| z.o y-0,320=0 (7-4-12) 
U(X, Y, 2)1,.1,усо2-1= О (7-4-13) 
2U = 
ЗУ lya? (7-4-14) 
әу 
aZ |z,” (7-4-15) 
2 
s (7-4-16) 
2 
zU z< (7-4-17) 
p (X, s 2)|,.,=1 (7-4-18) 
7.4.2 速度 分 布 
理想 流体 区 运动 微分 方程 为 
du _ 14р 
«98-02 (7-4-19) 
将 其 无 因 次 化 ， 取 六 = Uo 代入 式 (7-4-19)， 则 有 
ар 
KoUo а= = (7-4-20) 
式 中 : 
2 
K == (7-4-21) 


用 式 (7-4-21) 置 换 式 (7-4-9) 中 的 一 am, 则 式 (7-4-9) 变 为 


+ 132 - теж(#)жял+# 


mafa 2U 3U ,9U 强 ] 
P25, 2 8,92 YəX +K U БЕРУДЕ 


аш © 


н 2 
= ReUs +» Аай нар) 


Yardi py, z az? 8,2үӘХ 


[Ë aU U (әу ŽU ]| 
+(8 一 ор ZLo 1) 6 a) au U s 3Z3ZaX 


RH: 


(7-4-22) 


Ке= == (7-4-23) 
根据 边界 条 件 ， 选 黏 性 (实际 ) 流 区 速度 分 布 
U= Una z er -Ү*)022-2°) (7-4-24) 
代入 式 (7-4-22)， ней 理想 流体 速度 U, 可 由 式 (7-3-23) 借 用 。 
首先 计算 кей, 9， 将 式 (7-3-23) 代 入 ， 则 有 


dUg _ F(X)Re(1 - 0, „)(1+ Х)РО0 1 
ReUo ax = TEET 
将 式 (7-4-25) 与 式 (7-4-24) 代 入 式 (7-4-22)， 得 
Hvo | ô; х\ ют! u 
Pa, бо Foo[2] (22-2°)2(1- Y)+ UnaF(X)[ 2 


oi er- maail Ж. 


(7-4-25) 


ү 


2(1-2)(2Ү-ү?)- 


@а-#у+и „|| 2a-2evy-v5]u, + Foo[X] оу-ог-29)) 


F(X)Re(1 X F(X)-1 
STOOR Uad — + 中 oor- ү?)(22-2°)Е(Х)(Е(Х)-1) 


(0). ar (8), 5)" -Daz-z)+ (E) |)" 


H. ра F(X)-1 
(-®@у-Ү»+# шга - ү)02-29ғ00( К) сово, 


xo 


2(1-2)@ү- УЗЕО tara E| к ғоо()" 


[[#| a- улаг туна гусу yy] РА 


速度 分 布 形态 由 边界 条 件 决 定 ， 而 运动 控制 方程 对 速度 分 布 起 着 强度 作用 。F(X) 是 待定 常 
数 ， 故 选择 理想 与 实际 流体 运动 速度 相同 的 点 ， 即 取 Z=1，Y=1， 则 式 (A) 简 化 为 
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о RECOU- быа + ху”! 
a 1-(1+ L)FO0 


-aar [E] + [8] о. 12) ® 
(В), 2,=В, 8,= H, YSR 
2+ 9 (EH) +1] (2) 


_ КеЕ(Х)(1- о) + X) 
Е 1-(1+ у" 


根据 计算 需要 ， 对 式 (C) 中 的 | X] 取 对 数 


十 vo [8U nF (XFX) „| 


(2) 
І 


+8voU .F(X)(F(X)-1) (С) 


заан [08] ]оон(8) 
= ReF(X)(1- Um) (F(X)— )In(1+ X) -In[1- (1+ 1) 007] +800, F(X): 
(F(X) -1XF(X) -2| Z) D) 
进一步 展开 式 (C) 


2 
2и + oD [[ Ë) +1]F(X)(InX -InL) 
=ReF(X)(1- U,.)(F(X)- 1)(In1l+InX)-In1-In[ - (1 + L)F®] +8vU na F(X) 
“(F(X) -1)(F(X)-2)(InX -InL) (E) 
去 掉 In[ - (1+ 工 )F400] 这 一 无 意义 项 ，In1= 0，lnL<<Re，w1， 则 式 (E) 为 
2 [[ H)2 

zU, a+ o|) +1]F(X)InX 

=ReF(X)(1- Umax)(F(X)-1)InX +8UmxF(X)(F(X)-1)X(F(X)-2)nX (Р) 
将 式 (F) 除 以 F(X)InX， 则 为 

201+ 008) 1] Re- о, СРО) -1) во (FOX2-3F(X)+2) 


(G) 
8UunuF(X) +[Re(1- U max) -24U,,,]F(X) +16U max — Ке(1- Шы.) 


2 [[ 五 |? 
-2U m a+ eb [[ Ë) +1]=0 (H) 
经 过 定性 计算 分 析 ， 只 有 取 F(X) 一 次 式 合理 ， 然 后 进行 量 级 比较 ，Re 远大 于 其 他 量 
值 。 故 
Re(1- U max) 


Е(Х) = у-у! (D 


理想 流体 : 


Us = 记 GD[(L- U,D00+X)+U,.- (1+L)] 


14° теж(й)йл# 


=тїха-пш-11=1-#а-ш (7-4-26) 
黏 性 (实际 ) 流 区 速度 分 布 ; 
U= п] Ё|зү-ү*)э2-2) (7-4-27) 


应 用 速度 公式 时 ， 首 先 要 知道 进口 段 无 因 次 长 度 工 ， 对 实际 流 区 ， 速 度 分 布 计算 尚 需 6,， 
д, 


о 


7.4.3 进口 段 长 度 


由 于 进口 段 长 ! 处 断面 中 心 为 最 大 速度 wex， 而 进口 段 中 心 区 为 理想 流体 ， 其 速度 沿 程 
变化 与 压力 变化 相对 应 。 而 压力 变化 ， 或 是 让 压力 沿 程 下 降 ， 是 因 黏 性 流 区 剪 应 力 做 功 消耗 
流体 能 最 形成 的 ， 建 立 它们 的 平衡 关系 ， 就 可 以 找到 进口 段 长 度 o 

在 湾流 情况 下 ， 其 前 应 力作 为 处 理 问题 的 思维 方法 ， 可 以 把 它 分 为 两 种 情况 来 考虑 。 第 
一 种 情况 ， 单 纯 考 虑 其 黏 性 剪 应 力 ;第 二 种 情况 ， 既 考虑 其 稚 性 剪 应 力 ， 又 把 其 油 流 附加 剪 
应 力 纳入 进来 。 

先 按 第 一 种 情况 推导 其 进口 段 长 度 计算 公 式 。 按 黏 性 剪 应 力 公式 为 


s= (58.58) в 
式 (a) 也 可 以 写成 下 式 ; 
а 
[НН а 
由 式 (7-4-19) 
FAM ,=2Uu| 站 Gy- 90-2) ©) 
2U x = к 
ао о=20,.(&) 22 2)01- ү) (a) 
将 式 (c) 与 式 (d) 代 入 式 (b) 
ta =24U | 2) [;-@У-у®+у-о2-2›] (7-4-28) 


将 剪 应力 做 功 对 x, Y, Z 积分 ， 则 得 前 应 力 在 进口 段 消耗 的 总 能 量 
Е, = зш], xax цё Ја) 2 去 Cr- уау + 1 402 - 2242] 


12 
=2pu U, 5 (+3 3.3)= ваа 1) (7-4-29) 
理想 流体 运动 区 适用 伯 努 利 方程 ， 则 
4 2 
2% ттт (7-4-30) 
Ф, Р, una ма 
e p 2 2 
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2 
— pe=p Шык “e =p“ m 0 
plua- 22) 
ap= me (1-4-31) 


式 (7-4-31) 与 式 (7-4-29) 相 等 ， 因 为 这 个 压力 降 就 是 由 黏 性 流体 运动 区 剪 应 力 做 功 所 消耗 
的 能 量 ， 故 得 


э 


З(и „-®) 
了 (7-4-32) 

wal F) 

3 Е s 
l= |3 ET (7-4-33) 

Ба k=) 

第 二 种 情况 : A REEDY БУ 7) АСУ J, 
ñ =a, +a, (7-4-34) 
m. =n +m. (7-4-35) 
由 式 (3-14-1) 得 潜流 附加 前 应 力 为 
а. ЖЕРІ I 2u)? ] (7-4-36) 
а 

з)" x (©) 

au)?_ ut/avul? 
z) -a3 Ф 


将 式 (e) 与 式 (f) 代 入 式 (7-4-36) 


~ 11aU әш 2 
а, = іи [ala gal +# 921;- „ ] ч) 
-2pm | Z) T zoz- 2)+ 去 2Y- үу] (h) 
清流 附加 剪 应 力 在 黏 性 流 区 所 做 的 总 功 为 


Е, = зешн], хах], ц) а(х) [ра 902 - 222 - а kor- yaar] 


2 18 
= 2g pukay {из әпз = 2p ptu paa ЕЯ +z] 
„бшш [2+ и (7-4-37) 
由 此 得 剪 应 力 做 的 功 为 


Е=Е,+Ё,= [2,4 1-1] + 1532. (2+2) (7-4-38) 


136° 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


式 (7-4-31) 与 式 (7-4-38) 相 等 ， 得 进口 段 无 因 次 长 度 工 


1 
3 


0.5(umx — Vo) 
= 2 
L=) [oss [2-1 +03569 ай |; + ү] ] 


有 因 次 进口 段 长 度 / 


0.5(и„- 02) 3 
m ieni- 1) +0. зрб [十 = н 


7.4.4 “理想 与 实际 流体 运动 分 界线 Slx, y, z) 


(7-4-39) 


(7-4-40) 


根据 矩形 断面 ， 依 流量 守恒 原则 ， 建 立 理想 与 实际 流体 运动 分 界线 8(z，y，z) 的 计算 


公式 。 

总 流量 

Qe =u.BH= vBH 
理想 流 
Qa= ue 1-K(1- Un) |(H-6.)(B -8,) 
黏 性 流 
Qu = undd, | 区 [er — Y2)(2Z - Z2)dydZ 

按 流量 守恒 原则 


uBH=ufi-Ža- Uma) [HB - (BB+ 8H) +88,]+ u „әд, 
= vs В) + нш КЕР 
令 


HERRAR F, ИЖ 


=й-{а- Und i-2 3. [3] unala] 


将 上 式 写 成 


{п-#а-кшо]+{и®|[(#&| -20-a -uml -#а-ш 


近似 处 理 


G) 


G) 


(k) 


[0] 
ay 


(7-4-41) 


oy 
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ò LT Um) 
H 2[1- 兰 a- Um] 


根据 边界 条 件 ， 它 应 改 为 


7.4.5 压力 变化 


+ 137 > 


(7-4-42) 


(7-4-43) 


(7-4-44) 


由 于 压力 变化 与 断面 无 关 ， 它 只 是 距离 的 函数 。 因 此 可 直接 按理 想 流体 区 微分 方程 求解 


=, ш 


由 式 (7-4-21) 计 算 


ax “LII 
将 式 (m) 代 入 上 式 
Pf Ka UU = - Ца 
(т) 2 


K K 

PTAC- Um) X -EEPO Una)’ X? + e= 
34 X=0B, p=1, WA 

po=1+ a- UX- 1-0 
变 为 有 因 次 式 


K, К, 
六 = 办 „Дека - U,.)X - P= ох] 


7.4.6 ШЕЖИРЕ БШ 


[al о.) [ех - Ү?)(27 - 22)4Үа2 


4 
[or]= у= 让 | 


(7-4-20)' 


(т) 


(m) 


(m) 


(7-4-45) 


(7-4-46) 


(1-4-47) 


` 138 > TECH) DS 


s*=*u..[2) (7-4-48) 


(7-4-4) RREAK Е ЖАКИ ВЕ, э (7-4-48)3ЕХ КУ i KE Be, EH i 
置 可 以 利用 无 因 次 速度 代入 速度 公式 


{Umt о. xz) (2Ys- Y2)@Z, - 2%) 


ф=@Ү»-Ү%)(225-2) (7-4-49) 
要 解 出 上 式 中 断面 上 无 因 次 速度 位 置 Yes，Zs， 还 必须 有 另外 一 个 独立 方程 。 通 过 对 圆 形 断 
面 对 应 情况 分 析 ， 取 

2-a (7-4-50) 
坐标 选 定 及 原点 位 置 如 图 7-12 所 示 ， 而 理想 与 实际 流体 分 界线 在 = Jr B] 55 8, 与 坐标 方向 一 
致 ， 而 ó, 则 与 坐标 ? 方向 相反 。 无 论 8y，5。 都 是 从 壁面 算 起 的 ， 如 图 7-13 与 图 7-14 以 及 
图 7-15 所 示 。 结 合 图 示 ， 解 出 Ys，2Zs， 将 式 (7-4-50) 写 成 


x s 2 2 2 
#-p22- pe-a] 160-0807 
B, [Ës, ) 2 2-2 
-hietaa -et-a 
=(2z, -222)? (7-4-51) 
由 上 式 解 出 
22-223+ 2-0 (7-4-52) 
由 此 得 
Za =0.425 (7-4-53) 
єв=0.4258, (7-4-54) 
同 理 
Yp =0.425 (7-4-55) 
y'B=ðp=0.4258, (7-4-56) 


7.4.7 边 层 流 界面 上 涡 旋 强 度 
由 式 (7-3-39)， 结 合 本 问题 ， 则 有 
= el 到 (22ь-2%)(1- Yp) 


° Е 
ИНЕ, 


=“m| X 2 201 
= (5) 2x0.42s 0.425*)(1 - 0.425) 


第 7 章 不 可 压缩 流体 管道 进口 段 ` 139 - 


理想 与 实际 流体 分 界线 2,(z,y=0) 


87-4 边 层 流 界面 与 理想 与 实际 流体 分 界面 示意 图 


=0.385 “= z) (7-4-57) 
同 理 
olyna =0.385 | z) (7-4-58) 
7.4.8 边 层 流 界面 涡 旋 横 向 分 度 
依 式 (7-41)， 结 合 本 问题 
ul = 12и ( у-у, а) (1-4-59) 
и] =12и{ oa) э! (7-4-60) 
7.4.9 涡 旋 体积 分 数 9 
依 涡 旋 体积 分 数 的 定义 ， 可 得 
[ 秒 ]<(Huy + Bu; ) (7-4-61) 


488,8, 
7.4.10 应 用 举例 


例 7-3 一 矩形 断面 水 管道 ， 高 为 2H = 0.64m， 宽 2B = 0.44m， 断 面 平均 速度 v= 
lm/s， 在 进口 管 段 ， 流 体 运 动 得 到 充分 发 展 后 ， 管 中 心 最 大 速度 u... = 1.85m/s， 进 口 压力 
为 2.2 个 工程 大 气压 ， 水 的 动力 黏 性 系数 .=1.005N*s/m?， 运 动 坷 性 系数 v=1.141 X10 
m2/s， 确 定 其 进口 段 长 度 !、 理 想 与 实际 流体 运动 分 界面 (=, у, z)o 

解 6968 JK: 

А __АВ 0.282 


®=г=д+в”^0.22+0.32 0 522m 


管道 流动 流 态 ， 计 算 其 雷诺 数 Re: 


WR _1х0.522х10* 
n 1.141 


Б ИХ (7-4-34)И ЖЖП RKE 1. 


=4.57x10° 


+ 140 > теж(ж#)йл# 


Í Iluka 05) | [ 3(1.852 – 12) x 10 
1= 


3 
H= 1 1 | 0.32 
4vu 4x1.141x1.85| 12+ 9. 55) 


mlh) 2 


5 2.423 1080.75 _ 18, „(1.819105 
= 0.32= 
17141 X 1.85(4.545 + 3.125) 16.19 

=48.251X0.32=15.44m 


工 =48.251， 计 算 理 想 与 实际 流体 运动 分 界面 ， 依 式 (7-4-43) 与 式 (7-4-44)， 例 如 x = 
10， 代 入 式 (7-4-43) 与 式 (7-4-44) 


a 220. 站 we _2x1.85 жыз. :85-1) 52 
“Uwe lal- Xa, oj 185-1 a[i- Оа -1.859)] 
3.70[0.207x0.85] 33- 3 
3-70 (0.207 x085 |0.32 = 4.353х0.075х0.32=0.104т 
3a =0.425x 8, =0.425x 0.104=0.044m 
同 理 ， 其 他 计算 均 列 入 表 7-14 中 。 
8,=4.353x0.075X В =0.0326x0.22=0.0712m 
8,5 =0.425X 8, =0.425x0.712=0.0303m 


其 他 计算 结果 均 列 表 7-14 内 。 


боз 


97-14 理想 与 实际 流体 分 界面 、 边 层 流 界面 
x 10 20 30 40 48.251 
+ | 0.207 | 0.414 0.622 0.829 | 1.000 
blam | oa | ола 0.241 0.288 | озо 
Ba(z)/m 4 0.044 | oo 0.102 0.122 x 0.136 
Ə,(z)/m 0.071 | 0.125 0.166 0.198 0.220 
Ba(z)/m 0.030 0.053 0.071 0.084 0.094 
将 表 7- 14 中 理想 与 实际 流体 分 界线 与 边 层 流 界面 绘 成 曲线 (B 7-15), 
г) 
0.3 8.(z) 
0.2 2,05) 
0.1 
o 10 20 30 4 £ 


图 7-15 y=0 理想 与 实际 流体 分 界线 以 及 边 层 流 分 界线 


例 7-4 继续 例 7-3， 续 作 X=30，Z = 70 时 断面 上 速度 分 布 以 及 进口 段 终点 ， 即 流动 
得 到 充分 发 展 处 的 速度 。 
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гә) 
0.3 
0.2 2,02) 
ё 
0.1 
о 10 20 30 40 z 


7-16 z= HH， 理 想 与 实际 流体 分 界线 ， 边 层 流 分 界线 
首先 计算 X =30 处 断面 上 速度 分 布 ， 由 式 (7-4-27)” 
w= ume ¥)(2Y- ү?)(22- 7?) (7-4-27)' 


u =1.85[ 5 95 Jev- Ү?)(27- Z?) =1.85 х0.622(2Ү - Ү?)(22- - 25) 


=1.151(2Y - Y2)(2Z - Z?) (a) 
式 (a) 是 X= 30 处 断面 上 速度 分 布 。 计 算 必 须 分 为 y 方向 与 z 方向 来 计算 ， 因 为 绘 速度 分 布 
图 时 要 分 zOz 平面 与 zOy 平面 。 
对 XX=30 处 ，zOz 平面 上 速度 分 布 计算 公式 为 Y=1， 则 有 


u,=1.151(2Z - Z?) (b) 
X=30，6.(z)=0.241， 则 式 (b) 为 
каля (охот 5 єй) ] (o) 
式 (c) 是 具体 计算 X =30，zOz 断面 速度 公式 。 设 ==0.05m， 则 


0.05 _ | 0.05 |? 


=1.151 [205 - 0.241 ]-1.1510х0.207 0.043) =1.151 х0.372=0.428/% 
z=0.1m 


w=1.151[2 Gh- (St) J=1.151(2x0.415—0.172) =1.151х0.658=0.757ш/в 
z=0.15m 


u 0.15 _[ 0.15 12] _ 2 = Е 
w=1.151[2 025 - (225)? ]=1.151(2x0.622 0.387) =1.151 x 0.857=0.986m/s 
z=0.2m u, =1.108m/s 

z=0.241m u, =1.151m/s 


其 他 计算 方法 相同 ， 所 有 结果 均 列 入 表 7-15 中 。 


м2. TES CON) 3 


表 7-15 过 Y=1 的 xOz 平面 各 断面 速度 分 布 
Ə,(z)/m 0.241 0.288 0.32 
z/m u,/ (m/s) к/т и,/(т/з) z/m и. (m/s) 
0.05 0.428 0.05 0.488 0.05 0.533 
结 0.10 0.757 0.10 0.879 0.10 0.977 
0.15 0.986 0.15 1.188 0.15 1.328 
0.20 1.118 0.20 1.390 0.20 1.589 
* 0.241 1.151 0.25 | 1.506 0.25 1.761 
0.288 | 1.534 0.30 1.844 
0.32 1.850 
A | w=1.53m/s у “(tesm/s 
0.3| =1.15m/s 
“ 
X=40 X=48.25 
о (b) (o) 


图 7-17 х0: 平面 各 断面 速度 分 布 
хОу 平面 上 Z= 1， 各 断面 速度 分 布 计算 的 基本 公式 
а=) 2Y- v @ 
当 X= 40 时 ， 该 断面 速度 计算 公式 为 
и,=1. ss[ 18. rhe- Y2)=1.85x0.829(2Y — Y?) =1.534(2Y - Y°) (e) 
例如 y=0.05m， 其 速度 为 
J =1.534(2x0.252-0.064) =1.534 x 0.189=0.692m/s 


i We 


u,=1.534[2x %1 - (L1) ]=1.534(2x0.505—0.255) = 1.534 x0.755=1.058m/s 
E 则 其 速度 为 
=1.534[2x 05 -| 0.15] J= 1 s34(2x0.758—0.574) =1.534x0.942=1.445m/s 
0.198 — 10.198 š š Е ' : | 


AAAA, 结果 均 列 入 表 
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表 7-16 хОу 平面 各 断面 速度 分 布 (Z = 1) 
sim | а/м) yim 722) sm u (m/s) 
м 0.05 0.588 0.05 0.676 0.05 0.744 
0.10 0.968 | оло 1.158 0.10 1.301 
0.15 1.141 | 0.15 1.445 0.15 1.475 
* 0.166 iasi | 0.198 1.534 0.20 1.835 


将 表 7-16 中 各 断面 速度 绘 出 (图 7- 18)。 


z z z 
е u=1.85m/s 
0.3|u=1.151m/s =Ë 
0.2 
ол 
o » o ГА 5 
x=% 


X=40 X=48.251 
(a) (b) (9 


图 7-18 хОу 平面 各 断面 上 速度 分 布 


例 7-5 继 作 例 7-3， 求 X=30，X=40，X=48.251 各 个 断面 上 的 断面 平均 速度 vo, 
涡 旋 强度 w,，w。， 涡 施 横 向 运动 速度 u; ，u; ， 准 定常 时 间 tx， 涡 施 直径 d,,，d,。， 涡 施 
体积 分 数 p。 
S 计算 断面 平均 速度 vo， 应 用 式 (7-4-49)， 当 X =30 时 
vo= fuml K) =0.444x1.85x0.622=0.5llm/s 
其 他 计算 方法 相同 ， 结 果 均 列 入 表 7-17 中 。 
计算 涡 旋 强 度 wu，w*， 应 用 式 (7-4-58) 与 式 (7-4-59)。 例 如 当 X= 30 时 


1.85 0.712х0.622 _ 0.443 
8, 0.166 70.166 


o, =0.385 “mm X) =0.385x 1-9 х0.622= =2.668rad/s 


将 弧度 成 度 : 
w, =2.668 X 53.2=142°/s 
应 用 式 (7-4-59) 计 算 we: 
ш, =0.385x 1,895 x0.622= рзд = 1.838rad/s 


0.241 
其 他 同 法 计算 结果 列 入 表 7-17 内 。 
计算 涡 旋 模 向 运动 速度 uj, и; 。 由 式 (7-4-60) 将 其 改写 成 
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#717 #1 7-5 问题 计算 结果 
x | 30 40 48.251 
x 
T | 0.622 0.829 1.00 
vo/ (m/s) Я 0.681 0.821 
理想 与 实际 8, ð, 3, 
流体 分 界 /m 0.288 0.220 0.320 
w, w, w, 
ийа, 
弧度 与 角度 2.049 3.236 2.225 
109° 172° 118' 
边 层 流 距 8-2 A bza | 
dp, 6./m 0.095 0.139 01м | 
RRE “; “i “u | 
/(m/s) 0.226 0.189 ож | 
р e 
准 定常 时 间 /s 2 1 s | 
0.42 0.74 0.48 | 
4, а, а, 
涡 旋 直径 /m > . | 
0.004 0.005 0.0039 | 
涡 旋 体积 分 数 0.057 0.051 
。 [125(8д,- д)» 
а= 12208, д) әу (7-4-59)' 
vo 
式 (7-4-60) 改 为 
12v(6, — òp) w 
"i лай L А 
We )e (7-4-60) 
70 


例如 当 x = 30, HW иу, и; 如 下 : 


+ /12x1.141x10-5(0.166-0.071)1 0.0262 _ 
*› -{ 0.511 0.511 = 70-0512 =0.226m/s 


» [12х1.141х10 (0.241 —0.102)97.8° [0.0182 _ 
ж” -{ 0.511 = |o s11 = V0.036=0.189m/s 


其 他 计算 结果 均 列 入 表 7-17 内 。 
计算 准 定常 时 间 :,，t.， 当 X=30 时 ， 由 下 式 计算 : 


ð,- бв _0.166—0.071 
=Š 8а _ 0.166 -0.071 _ 
t, s 0.226 0.42s 
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同 理 ， 其 他 计算 结果 均 列 入 表 7-17 内 。 
计算 涡 旋 直 径 dp, d, H X = 30 时 ， 由 下 式 计算 : 


2 [11а LIA 

4-35 E $=0.02 /3616 =0.004m 
2 оо Pta 

d= 100} w, 0-02 ,1838x10 一 0.005m 


其 他 计算 结果 均 列 入 表 7-17 内 。 
计算 涡 旋 体积 分 数 p， 由 式 (7-4-62) 进 行 。 
[ 秒 ](Hu; + Ви?) 


кт 488,2, (7-4-61) 
例如 X=30， 则 有 
= 0.320.226 +0.22x0.189 0.072+0.042 _ 0.114 
48x0.166x0.241 1.92 1.92 ^ 0-059^=0.06 
又 如 ， 当 X=40 时 


—=0.32%0.241+0.22х0.199 _ 0.21 =0.044 
48x0.198x0.288 EAC 


以 上 是 应 用 式 (7-4-34) 对 例 7-3 问题 计算 出 其 进口 长 度 1。 然 后 依 此 ， 进 行 一 系列 的 计 
算得 出 对 应 的 各 种 运动 参数 值 ， 其 中 涡 旋 体 积分 数 o 与 准 定常 时 间 :， 还 为 应 用 式 (7-4-40) 
得 到 方便 。 

式 (7-4-34) 是 单纯 考虑 黏 性 前 应力 得 出 的 ， 从 理论 上 讲 ， 它 是 不 完备 的 。 只 有 同时 纳入 
黏 性 前 应 力 与 测 流 附加 前 应 力 得 出 的 公式 式 (7-4-40) 才 是 最 合理 。 现 在 应 用 它 对 例 7-3 题 进 
行 计算 诸多 问题 。 

例 7-6 对 例 7-3 题 应 用 式 (7-4-40) 进 行 计算 。 

解 首先 应 用 式 (7-4-40) 计 算 其 进口 段 长 度 : 


0.5(и,- 04) ; 
Б T (2-21) +. EET d: 17| 


| F 

11 2 (2) ра) 
1. mfo. 666x1. в5 z} 3210. L) +0.356x0.04x0.6(1.85) 155) +5) 1 
у 1.211 x 10° 7 
1.141[1.332(3.125 + 4.545) + 0.0085 x 3.423(9.766 + 20.65) ] 
| 1.211x105 12х10 
1.141(1.232х7.67+0.02930.423) ` 11.14109.449+0.885) 


-azamat _ {1211x10_ 
= { т.141 10.3345 y 11.792 “一 46.875m 


进口 段 长 度 : 


1=1Н = 46.875 х0.32=14.97т 


É ЖУЗ 1.85-1) 
Не у `10 32 
71 21-а] i di-za] 
_3.7 0.213x0.85 加 0.181 

Wr 


2x1.181 
53 X0.026x0,32=0, 107m 


719 ж 7-18 数据 图 


例 7.7 续 作 例 7-3， # x=30, X=40, X546. 875 а 
由 式 (7-4-28)， Š X=30 Bf, 则 为 


SN 30 -yl = 22 
1.85 Q y Ү?)(22 2°) 


184ү ~ угуз; ~ z2) (0 
当 Y 了 =1 时， 在 zOz 平面 上 


“1.184(22 — z2) 


=1.85x0.64(2y— Y?(22 - 2) 
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u.=1.184[2 
当 8, =0.245m 时 ，z=0.05m 


е8) в) 


=1.184[2 0:05. ]=1.18402х0.204-0.042) =0.422m/s 


0. m 0. aay 
z=0.1m 


u,=1.184[2 001. - [ 0.1.) 
z=0.15m 


u =1.184[2 


2 
]=1.184(2x0.408-0.167)=1.184x0.649=0.768m/s 


0.15 _[ 015) 有 š ы 
0.245 (0) ]=1.184(2x0.612 0.375) =1.184 х0.849=1.005т/з 


z=0.2m 


u,=1. 184[2 50:2. 245 - (02) ]= 1.184(2x0.816-0.666)=1.184x0.966=1.148m/s 


z=0.245m, и, =1.184п/з, 
3 X=40, Х= 46.875 时 ， 以 同 法 计算 ， 其 结果 一 同 列 入 表 7-19 内 。 


表 7-19 Y=1, x0: 平面 内 各 断面 速度 分 布 
x зо 40 46.875 
K 0.64 0.853 1.000 
8,(х)/т 0.245 2 0.32 
Pa wo/ (m/s) zim | аә) z/m и„/(ту/з) 
0.05 0.422 oos | oss | ооз 0.533 
К 0.10 | 0.768 o | 0.893 0.10 0.977 
ois | 1.005 ois | 1228 0.15 1.328 
0.20 | 1.144 0.20 | 1.345 0.20 1.589 
* 0.245 | алы 0.25 | 1.543 0.25 1.761 
0.293 | 1.578 0.30 1.844 
0.32 1.850 
当 Z = 1 时 ， 在 zOy 平面 上 的 计算 公式 为 
2: 
=1лё{2#-[#) ] h 
чу 8,712, h) 
Ж ð, =0.168m 时 
3 RE PREI ЕЕ ! 
asale а lata) © 
щ y=0.05m 时 
0.05 _| 0.05)°7_ > = š 
=1.184[2 $95 - L05) ] = 1.184(2x0.298 一 0.089)=1.184x0.507=0.600m/s 


ТЕ 
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1.85m/s 


X=46.875 
(b) (e) 


图 7-20 Y=1, х0: 平面 上 各 断面 速度 分 布 


u,=1. 184[2 50:2. - (51, 2.) =1.184(2 х 0.592 – 0.354) = 1.184 х 0.83 =0.983т/ѕ 
у=0.15т 
2 
м =1a8 [20.15 - ( Q15 )*] = 1.184(2x0.893-0.791)=1.184x0.989=1.171m/s 
y=0.168m，u,=1.184m/s。 其 他 计算 结果 均 列 入 表 7-20 内 。 
表 7-20 2=1, хОу 平面 上 各 断面 速度 分 布 
x 30 | 40 46.875 
x 
E 0.64 0.853 1.000 
Bz)/m 0.168 0.201 0.220 
эт w/(m/s) эт ny xm | аә) 
М 0.05 0.600 0.05 0.688 0.05 | ола 
0.10 0.983 0.10 1.180 оло | 1300 
0.15 1.171 0.15 | 1.475 0.15 1.526 
%* 0.168 1.184 ою | 15% 0.20 1.840 
| oz | 1578 02 | 1.850 
КЕТ ада) г) 
93 =1.578mys 03| кы=1.8зщ/» 
0.2 0.2 
0.1 0.1 
о X=30 * 9 x= ” o X=46.875 š 
W o © 


图 7-21 Z=1, хОу 平面 上 各 断面 速度 分 布 


例 7-8 续 作 例 7-3， 求 X=30，X=40，X=46.875 各 个 断面 上 平均 速度 v。， 涡 旋 强 
度 w,，w.， 涡 旋 横 向 运动 速度 wu; ，vz ， 准 定常 流 时 间 г, t REER a, а,, WK 
积分 数 p。 
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解 计算 断面 平均 速度 ve， 应 用 式 (7-4-49)， 当 X =30 时 
s= unl Z) =0.444x1.85x0.64=0.526m/s 
其 他 计算 方法 相同 ， 结 果 均 列 入 表 7-21 中 。 
计算 涡 旋 强度 w,，w,， 应 用 式 (7-4-57) 与 式 (7-4-58)。 当 X=30 时 


1.85 x _30 


0.168 46.875 


ио! X ` 
ey =0.385x "=| É) =0.385Х 
对 应 的 角速度 


=0.385x11.012x0.64=2.713rad/s 


y=2.713X53.2=144.349"/s 
L 5 


w,=0. зэх К) = =0.385 х 0 5х0. 64=0.385 х 7.551 х 0.64 =1.86гад/ѕ 


对 应 的 角速度 9 : 
=1.86x53.2=98.952"/s 


其 他 计算 结果 均 列 入 表 7-21 内 。 
计算 涡 旋 横 向 运动 速度 w;，u; 。 由 式 (7-4-60)， 将 其 改写 成 


122(8,- 8) 
u= 200-60 (7-4-59) 
。 [12>(д,-д)е% 
ga ses (7-4-60) 


例如 当 X=30,， Hug, ш]: 


. = {шаки > 0.168— 0.072. хы „_ J13.692X10 = x 0:086 20736 
“y 0.526 0.526 
_ [0024 _ 
= |2004 = /0.046=0.215m/s 
ut = [134692510 “x (0.245 —0.104) х99° _ [13.692 10° 0.141 х9801 
* 0.526 0.526 
0.018921 /0.0355 =0.1896==0.19m/s 


其 他 计算 结果 均 列 入 表 7-21 内 。 
计算 准 定常 流 时 间 2, to Щщ X= 30 时 ， 由 下 式 计算 : 


_ a =a 
„ôs _0.168—0.072 
аз =0.45 


= % — s _0. 2450.104 _ 
„= 5-19 0.745 


其 他 计算 结果 均 列 入 表 7-21 内 。 
计算 涡 旋 直径 4,，d.。 当 X=30 时 


150° теай‹(й)йл# 


-2 [її „уу [11 _ 
= 100 { w, x10 0.02 | 2,71зх10 0.0041m 
2 [тїї тла 


4.= 100 { w, 1020-02 4 1.86х10 


其 他 计算 结果 均 列 入 表 7-21 内 。 
计算 涡 旋 体积 分 数 p。 由 式 (7-4-61)” 
_[ 秒 ](Huy + Bu; ) 


=0.005m 


482,2, 
例如 X=30 
p=% 32x0.215+0.22x0.19 _ 0.043 + 0.0418 _ =0.085 -0. 043 
48x0.168x0.245 1.976 1.976 
其 他 计算 结果 均 列 入 表 7-21 内 。 
表 7-21 例 7-8 计算 结果 
—— II R А 
x 30 40 46.875 
z 0.64 0.853 10 
vo/ (m/s) 0.526 0.700 0.821 
理想 与 实际 5, 2, 3, ё, ð, 2, 
流体 分 界 /m 0.32 
w, 
涡 旋 强 度 
弧度 与 角度 2.713 1.86 3.023 2.226 
144° 99° 160.8" 118.4 
WEWE 8-а b-n òy- a ð,- ds 
òy, 6/m 0.086 0.141 0.115 0.184 
икки “; “ “y “i ЕА «і 
/(m/s) 0.215 0.19 0.241 0.200 0.302 0.207 
t, t, s СА % 四 
准 定常 流 时 间 /s 
0.4 0.74 0.477 0.845 0.417 0.889 
P d, P а, 4, а, 
调 旋 直径 /m < S = 
0.004 0.005 0.0039 0.0047 0.0034 0.0045 


涡 旋 体积 分 数 0.043 0.043 0.03 
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本 章 在 定常 流 、 忽 略 质量 力 与 分 子 能 量 条 件 下 ， 讨 论 可 压缩 测 流 管道 流动 。 主 要 讨论 可 
压缩 流体 是 否 存在 进口 段 问 题 ， 以 及 等 质量 流 与 变质 量 流 管 段 的 流动 问题 。 


8.1 可 压缩 消 流 圆 形 管道 进口 段 分 析 


以 前 ， 管 道 进口 段 的 定义 为 : 流体 以 均匀 速度 进入 管道 ， 在 壁面 摩擦 力 的 作用 下 ， 断 面 
速度 分 布 沿 流程 逐渐 变化 ， 均 匀 的 分 布 速 度 逐 渐 加 大 ， 范 围 逐渐 缩小 ， 受 壁面 影响 ， 实 际 流 
体 速 度 分 布 沿 程 逐渐 加 大 ， 直 到 断面 上 速度 分 布 均 为 实际 流 而 理想 流体 消失 ， 这 段 管道 称 之 
为 进口 段 。 

由 于 研究 的 是 有 温度 变化 可 压缩 流体 的 运动 ， 它 在 进口 段 应 按 气体 状态 方程 变化 。 可 压 
缩 流 体 进口 段 的 流动 情况 与 坐标 系 、 原 点 的 选 定 如 图 8-1 所 示 。 


w 


з 


MEF, 


图 8-1 回 管 道 进口 段 流动 示意图 


研究 是 以 实际 流体 运动 为 对 象 的 ， 而 把 理想 流体 运动 作为 边界 条 件 加 以 利用 。 只 要 找到 
实际 流体 运动 速度 分 布 ， 则 理想 流体 运动 速度 分 布 随 之 而 解决 。 


8.1.1 运动 控制 方程 与 边界 条 件 


结合 所 研究 问题 ， 首 先 选 定 物理 方程 与 边界 条 件 ， 然 后 将 其 转化 为 无 因 次 方程 与 边界 条 
件 ， 每 种 情况 又 分 为 实际 流体 与 理想 流体 加 以 列 出 。 
8.1.1.1 物理 方程 与 边界 条 件 
现 分 实际 流体 运动 区 与 理想 流体 运动 区 分 别 加 以 介绍 。 
(1) 实际 流体 运动 区 
控制 实际 流体 运动 的 方程 有 4 个 : 动量 方程 ， 能 量 方 程 ， 连 续 性 方程 ， 气 体 动态 方程 。 
O 动量 微分 方程 。 依 式 (4-5-16)， 结 合 本 问题 为 


+ 152 > TES CMN) 3 


›дрди, ди, у L2u)Ze 12e 4и (р 23и. с 2, диди 
2рахау * * Әх * 24 иду!дх AET (edayter 15854] 
(8-1-1) 


O 能 量 微分 方程 。 依 式 (4-5-41)， 结 合 本 问题 ， 忽 略 分 子 能 量 。， 认 为 涡 旋 温 度 与 连 
续 相 一 样 ， 则 为 


22u_u 2p, g Žu за х2 2u) 


=+ 
“ar 23z 2” Әхлду 2ду\рдх az 


Аат, T _1ap 4 аа) 13 дигар, 4 Pu,, диди 
-2 (22. 5 +ul Bt 594) = ber part3” ә„1*2М 2158 
(8-1-2) 
о 连续 性 方程 ; 
реч, = pu 二 常数 (8-1-3) 
ар _ _1ди 
pz ид (8-1-4) 
Ф 气体 状态 方程 : 
=RT (8-1-5) 
ə а. 
222 в[т22+ 221) (8-1-6) 
边界 条 件 : 
xu(z，?y)|。-o=0 (8-1-7) 
иба, у) ,ac = u(z) (8-1-8) 
人 кун (8-1-9) 
э-не 
Pute, aco (8-1-10) 
р(х, у)\„-о= pe (8-1-11) 
T(z，?y)|--o=T。 (8-1-12) 
р(х, у)|.-0= ре (8-1-13) 
(2) 理想 流 区 的 控制 方程 与 边界 条 件 
动量 微分 方程 : 
‚а= - 38. (8-1-14) 
uolz)| 。-o= ve (8-1-15) 


8.1.1.2 无 因 次 运动 控制 方程 与 边界 条 件 
为 了 运用 数学 分 析 ， 必 须 将 物理 方程 与 边界 条 件 转化 为 无 因 次 方程 与 边界 条 件 。 为 此 取 


Жы. Уу Жш X... +. РЕ Ta 
wUz) бы Хб кр, Por pe ”Por p= Te 
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RP: uo 一 一 管道 进口 处 断面 上 均匀 速度 ; 
6(z) 一 一 理想 流体 与 实际 流体 分 界线 ; 


:一 管道 进口 处 气体 压力 ; 
p. 一 管道 进口 处 气体 密度 ; 
了 ,一 管道 进口 处 气体 温度 。 
将 以 上 比 人 代入 物理 方程 与 边界 条 件 中 去 。 首 先 代入 式 (8-1-1)， 然 后 代入 能 量 方程 ， 风 有 ， 


Yet Ye дрӘЦ + хойш, и. %9090 
2 ro8(zJaXaY+ ах TS: 


__Ро Ро, 4 sus ау 0-5) ŽU буи; 3aUazU 
poropooX + 3 r: юха (z) КЕТТЕ puas ayay? SLD 
RUH, ШЖ 
то 
1 _ro vo9po9U ао." әпәй 
25(:)роәХәү * ReU әх t al)” ƏY2X 
` = - к 1220 zu, [ zu, (а. "ау? 
Ki pax t| 322 T Dl әү? * Ка??(5(2)) Yay? 
(8-1-16) 
AH: 
Re= 9:70 (8-1-17) 
Ve 
Poro 
Ki= (8-1-18) 
U 
бш, 
K2= (т) (8-1-19) 


хик. 由 式 (8-1-2) 可 得 


usu 2U ча U29090 , фур ue uU ‚1% us әш пән a0) 
roU aX 2ro po 3X * 27 dr) "0U 2X9Y * 2туё(т)”% ӘҮ ӘХ + IX 


ATÀ (ЁТ ат (-2 Рам, Әр ү уи? 4 ŽU 

Бтр әх? әү? рур ӘХ поля 

-县 938[- vepe Ipo | 4 Vete ZU, 2 ш; ƏU2U 
2 U3YL rod(z)pepooX Эзге)” °әх? eyri % 3Y3y? 


z] (8-1-2) 


2 
ахи, 则 有 


na Lgu? ap „е, To u 2U9U _ 1 то әш u3 „2U 


oo 
aX 2 PX 2'%б(х) ӘХӘҮ 28(х) %ӘҮ\ ӘХ ӘХ 
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К,А, ro {FT ZT) | ар 4 FU 
=. ж! 0 o = ° + 
Po Cl +U| K, pax 3" ax: 


-ey| g 2h 4 йу k, гиеш) 
2 UaY 56(z)po3X 3R ax? 6% %ӘҮәү? 
RF: 


Re= 270 


无 因 次 气体 状态 方程 : 


无 因 次 质量 守恒 方程 : 


无 因 次 理想 流体 微分 方程 与 边界 条 件 : 


dUo_ _ 18р 
Uo dX = 一 Ks podX 


Uo(CX)|x-o=1 
无 因 次 实际 流体 运动 边界 条 件 : 
U(X, Y)|x-o=0 
U(X, Y)|y-i= U(X) 


2U(X, >| 
oY Y=1 


(8-1-20) 


(8-1-21) 


(8-1-22) 


(8-1-23) 


(8-1-24) 


(8-1-25) 


(8-1-26) 


(8-1-27) 


(8-1-28) 


(8-1-29) 


(8-1-30) 


(8-1-31) 
(8-1-32) 
(8-1-7) 
(8-1-8) 


(8-1-9) 
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TU Dco (8-1-10 
无 因 次 理想 流体 运动 边界 条 件 : 
Uo(X)| yo=1 (8-1-15)' 
无 因 次 理想 与 实际 流体 共用 边界 条 件 : 
Po(X，Y)|x-o=1 (8-1-11) 
To(XK，Y)|x-o=1 (8-1-12) 
po(X，Y)|x-o=1 (8-1-13) 


8.1.1.3 无 因 次 综合 运动 控制 方程 
利用 质量 守恒 ， 将 式 (8-1-16) 式 (8-1-20) 中 的 密度 转化 速度 ， 利 用 气体 状态 方程 ， 将 
压力 转化 为 速度 与 温度 。 动 景 方程 为 
1_ro 9U9U ао," aU9U 
-ZHAIXIY * ReU ох + Sle)” әүәХ 
e. ToaU _ 13T. AU ， 2 |_r VŽU 2[ у, \aužu 
=K, [220-19 “Seg+a Dl) а аса Ше] 
(8-1-16) 


能 最 方程 为 
1\ао To aU 
кал(0+2) + ®» Sl) V Әүәх 
_ Ат [FT zT) 1 2 au ri 13To_ ToaU 
5K, wsl) әх? + дү? +{144к„9%,®-к,и)| 22 0?9Х 
4 аёо 1 ШЕ у 220, To yaU 如 到 | 2 
+ 370 әх? 209ү ЭК” әх? + 20:)0 ax + Eo әүзү (8-1-20) 
ЕЕ о В К И 3 У КУГЕ, EREE A ЖЕЛШ. 


8.1.2 可 压缩 满 流 管道 无 进口 段 


不 可 压缩 流体 潜流 管道 进口 段 已 在 第 7 章 讨论 过 ， 可 压缩 潮流 管道 是 否 存在 进口 段 ， 本 
书 无 实验 实测 条 件 加 以 验证 ， 只 好 以 理论 分 析 证 明 它 不 存在 。 在 8.1.1 节 设 想 存 在 进口 段 ， 
按 其 设想 分 析 理想 与 实际 流体 分 界线 8(z) 的 公式 ， 分 析 结果 8(z) 不 存在 。 
8.1.2.1 进口 段 速 度 分 布 

(1) 理想 流体 运动 区 

根据 边界 条 件 为 


Uo=(1+X)" (8-1-33) 
(2) 实际 流体 运动 区 
根据 边界 条 件 为 
U=X'(2Y - Y°) (8-1-34) 
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8.1.2.2 ”利用 质量 流 守恒 推导 д(т) 
(1) 总 质量 流 
Ов= ролго 
(2) 理想 流体 运动 区 质量 流 
Qa=prlro-òlz)]v (1+ X)" 
(3) ауе 


"ЭГ 
Q p2rrove xf Pay- Y2)dy = 2rprov。 xj 
实 一 ° 


еу alz) -1г‹)) = октоо, (2) 
根据 质量 流 守恒 ， 则 有 
рест = рк[ т —28(х)г+ 8(х)*]ъ,(1+ Х)° + $ октоо, Xlr) 
将 上 式 化 简 
ЕД([ї- 200, (26) а+х)°+ fra) 


] 
1= pol[1- 22002, (202) Jarx)e+ кеш 
ї 


(Es у (x2) a+xy+4 jra) 


=t 
U 
r. зка. (xa Jus. 45 4 Xal) 


vo 3U ro 


=[1-220) [2 (а+х)°,4 х 8(х) 
| ШЕ? Чєл иза, 3X (О2Ү-Ү?) ro 
š alz) , | 8(z)]° +41202) 
12152 Р ( n | +32 ro 

3 


=+ [ 2(z)]° А 
1=1+ ‚ 2(=)=0 
6(z)=0， 说 明理 想 与 实际 流体 运动 分 界线 不 存在 。 当 然 ， 进 口 段 也 就 不 存在 。 
8.1.2.3 ”利用 综合 无 因 次 动 景 方程 推导 5(z) 
将 式 (8-1-33) 与 式 (8-1-34) 代 入 式 (8-1-16)”， 分 项 计算 
1 ro zoaUaU _ _ 1 ro урах" (2Y- Y2)X°2(1- Y) 
25(z)UaXay 28(:) X(2Y- Y°) 


> 1 
Е -3G сун 1-0) 05 


ReU бу = ReX°(2Y ~ Y?) aX =0.533ReaX™! 


ах"! 


525) - хь 


а) 


(2) 


(3) 


(4) 


(1) 
(2) 
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% 5055090 “2+ («1 - YNY - Y) X=0.5vo D Sas (3) 
вад, SH = Re(1+ X)'a(1+ Х)° С! = Rea(1+ X)! (4) 
СИС И (5) 

а? 

(l-e all к; (555 让 (^2 55] o 
vK | ro | 3aUzU 8, к. r) (1-Y)X2 = -2p3vK. ыы 
oN29 $(х)! ӘҮәү? Ыы. ы 22) Pp vom2 $(х) 

(7) 


将 式 (1) 一 式 (7) 代 回 式 (8-1-16)”， 得 


一 二 yoaX -+0.533aReX2 7 1+0.5 сох?! 


202) 
= Реа (1+ Х)2* 71+ 0.889уа(а –1)*72-200(1- (а) x -2 3, K. ESES 
77е ФСР (=) ?02 Br) 
(8-1-35) 
因为 v~l, HERRAR 
2 
ра- e+298K2X2]| zo | +0.5(X2e-1- Xe -Do 一 0.467aReX2e-1 
8(х) ES) 
-0.889a(a-1)X ?=0 (8-1-36) 
令 
2 2 2 
а=2(1- ф3)Х*+2ф3К,Х?* (8-1-37) 
ь=0.5(Х?°71- XxX!) (8-1-37) 
c= -0.467aReX2 -1+0.889a(a — 1) X° "2 (8-1-39) 
To _ -ь+ /b2- 4ac 
502) 2а (8-1-40) 
2га 
8(х)=———1—— (8-1-41) 
ъв Г дас 
щХ=0 8, а=0, b=0, с=0, WA 
20 0 
үк, ЖЫШ д 
6(z)= 一 0+0=0 (8-1-42) 


说 明 8(z) 没 有 意义 ， 即 它 不 存在 。 以 上 是 通过 图 管 道 进行 分 析 所 得 结果 ， 和 矩形 管道 也 会 如 
此 。 所 以 可 压缩 湛 流 管道 与 不 可 压缩 清流 管道 不 同 ， 它 没有 理想 与 实际 流体 分 界 8(z)。 研 
究 它 应 用 新 的 思路 去 解决 。 


5158 - те&(ж)йл®# 


8.2 可 压缩 灌流 管道 进口 段 


可 压缩 与 不 可 压缩 淇 流 管道 进口 段 的 概念 是 不 同 的 。 前 者 都 是 实际 流体 运动 ; 而 后 者 ， 
其 中 间 为 理想 流体 ， 外 围 为 实际 流体 运动 。 

一 般 气 体 管道 ， 分 为 等 温 与 绝热 两 种 情况 ， 但 其 与 气 源 连 接 时 ， 由 于 气 源 与 管道 温度 不 
同 ， 总 是 存在 一 个 过 渡 段 ， 也 就 是 进口 段 。 在 进口 段 ， 气 体 状 态 变化 ， 是 依 气体 状态 方程 。 
所 以 ， 应 对 其 运动 规律 另 作 分 析 。 

本 节 讨论 图形 与 矩形 两 种 情况 的 进口 段 。 


8.2.1 可 压缩 灌流 贺 管 进口 段 
为 进行 数学 分 析 ， 必 须 首先 结合 本 问题 选 定 坐标 系 与 原点 位 置 。 见 图 8-2 和 图 8-3。 


图 8-2 可 压 编 潜流 进口 段 示 写 图 


z 2 


图 8-3 ”坐标 系 与 原点 选 定 示意 图 


8.2.1.1 运动 控制 方程 与 边界 条 件 
а) 动量 方程 
依 式 (4-5-16)， 结 合 本 节 问 题 ， 得 
> др ди ‚ди, у 1ди\ди 
2рдхдг az 2\идг!дх 
2 2 
Жен а-®нын Ны] — шш» 
(2) 能 量 方程 
由 于 在 进口 段 气体 运动 有 温度 变化 ， 所 以 ， 应 引入 能 量 方程 。 依 式 (4-5-4) 忽 略 分 子 能 
e， 涡 旋 温 度 与 连续 相 一 样 ， 结 合 本 节 问 题 为 
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$ 
23u_u ap оф Tul Ee u22 2u) 
“ ar paz * 2'"дхдк 2”дг\рдх əz 


F: 2. 2 
-2[2 + + -土台 + Zu) 1 3 диг әр 4 и 2и диби] 
p Var т 


par 3” azt] 29 Yuarl par 3” az arar? 
(8-2-2) 
(3) 气体 状态 方程 
P=RT (8-2-3) 
22 в[ таг +21 (8-2-4) 
(4) 连续 方程 (质量 守恒 ) 
раи, = ри = 常数 (8-2-5) 
Эр _ _ 12и 
®=-1Ё @-2-6) 
ulz, ғ), 0= о, и, (8-2-7) 
— s „0 (8-2-8) 
2 
“иба rco (8-2-9) 
Е 
р(х, т), 0= p. (8-2-10) 
T(z, ғ) 1,.0=Т, (8-2-11) 
р(х, т) 1..0=р. (8-2-12) 
8.2.1.2 无 因 次 运动 控制 方程 与 边界 条 件 
取 
Kat Ж ыр. Жы Sa p. T+ у 
r р, ИРИ -> po p o T. То 0 
将 以 上 比值 代入 物理 运动 方程 与 边界 条 件 。 
(1) 动量 方程 
1202p U 2U , v09U9U 
2 paXIR + ReU әх + 2әкәх 
ә 420 20а? 22020 
=-K, та + wl 3 әх? +а-е® + куе оне] (8-2-13) 
(2) 能 量 方程 


paU _ ш др, gr0,2, ру FU , Lu 


{ + aU| Uapo 2y) 
To ӘХ 2ropoaX 2ra er IXIR 2 ,2 "° ƏR p 9X ӘХ 


= A TA FTo 2 To Bete 9po иша, FU 
22 р | XY ,2 3" әу? 
ратро \ ӘХ? ƏR Ре торо т ax: 


+160 · IER) RF 


_ e nauj - Yepe Io дуи, PU 2ш? aU9U 


2 UaRL riopoaX 3 ri "ax 
2 
ereu E, 
To 


dP g U 


voaU| Одро әу 


кей? 20 - 1 ра 


эх 2 РХ? 2%0 эхак* 2 ƏR| p,3X * ӘХ 
- мат, znj | 3p 4 
Sp (ax? tar) t U| К*рәх* 3" әда 
2 
-g2mau] - дро | 4 wU 
2 UƏR| Kspaxt 3 Reəx2 * Kévo 9R29R 
(3) 状态 方程 
Piz 
=R, 
Po ey 
дф, др ӘТ, 
ax ` Тох * Po 2x 
(4) 质量 守恒 
由 peu。= ри, WA 
1=poU 
12g _12U 
poaX Ua 
以 上 各 式 中 : 
a 
Ve 
Defi 
Ki=- 
Peveue 
бги, 
ka. ro 
K „Мт. 
Pete 
=A 
4 peu, 
Ks= Ps, 
Pete 
2v.t 
K =— 
To 


(5) 边界 条 件 


(8-2-2) 


(8-2-14) 


(8-2-15) 


(8-2-16) 


(8-2-17) 


(8-2-18) 


(8-2-19) 


(8-2-20) 


(8-2-21) 


(8-2-22) 


(8-2-23) 


(8-2-24) 


(8-2-25) 
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U(X, R)|x-0=1 (8-2-77 
алх, R| =0 (8-2-87 
R=1 
#шх, кю) (8-2-9) 
Po(X，R)|x-o=1 (8-2-10)' 
To(X，R)|x-o=1 (8-2-11) 
po(X, R)| yo=1 (8-2-12)” 
U(X, R)|a- = 0 (8-2-13) 


8.2.1.3 速度 与 温度 分 布 
根据 边界 条 件 ， 选 定 速度 与 温度 分 布 分 别 为 
U=(1+X)°(2R - к?) (8-2-26) 
T=(1+X) (8-2-27) 
两 式 必须 首先 确定 参 变 常数 a，B。 为 此 ， 将 式 (8-2-26) 代 入 式 (8-2-13)， 式 (8-2-27) 代 入 
式 (8-2-14)， 同 时 利用 质量 守恒 ， 气 态 方程 ， 将 两 式 中 压力 po 与 密度 po 均 转 化 成 速度 U 
与 温度 To， 则 得 两 个 各 自 只 含 a 与 8 的 方程 ， 然 后 联 立 求解 。 式 (8-2-26) 代 入 式 (8-2-13)， 
各 项 结果 


1 1v09U9U z 
тәхәк” 2 UIXIR е1)" а) 
сәр 1 Pe 
= voa(1+ X) [а - Par = 十 woa(l+ X) (1) 


1 1 
ReU BY = Re(1 +) 1а | (2R - КАЕ = Rea(1+ X)| (ак - 4R? + R')dR 
0 0 


= ке(1+х)°! (2) 
„кш ato) K [tA a + x)e-!] (4) 
Su EB- D+ xX) (5) 

„а-у = 21- RG ba+ x) (6) 


зару 2 e 
voKsp oR aR: -4K2p3vo(1— R)(1+ X) (7) 
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将 式 


整理 


对 (1 


(1) 一 式 (7) 代 回 式 (8-2-13)， 取 v1, W 

+a + X) П веа(1+ X) aata 

= куа ++ (1+ X] + #(а -1)а(1+ Х)*7®- (1- раж) 
-2к,е%(1+ X)” (8-2-13) 

为 

1+ HRe)act +x)! 

=K a + В) X)! + ala -1)(1+Х)°71-(1- p3) +X) -2K03 (1+ X) 


(8-2-13) 
+X) 项 取 对 数 


1+ Hrejala -1)hn(1+ X) 
=K.(a+B)X08-Dih(1+ X) + Š (a -1)а(а -2)n(1+ X) - (1- p3)aln(1+ X) 


узуны (8-2-13)” 
+ Hre) а-)= K, (22008-0, Beaia -2)-G- 25 4Кр 


(8-2-13)” 
化 简 为 
а? —0.425Rea? + [0.425Re+0.375Ki(B-1) -1.5Кур% la +0.375K,B(B—1)=0 
(8-2-28) 
将 式 (8-2-26) 与 式 (8-2-27) 代 入 式 (8-2-14)， 分 别 计算 各 项 为 
n Re +a а) 
з 9p0 _ 4 a- 
Treu әх 27Re +X a (2) 
20у 
теи ы-у ® 
v д, 
жаш Шз 2U = Ra + X)" УШ +20) =0 (4) 
К, Т P 
Бы + +50). rao 2 Tso] = =KaAo(l+ Х)°(2Е- Rô)CRC-1)01+ XX) 2] 
=K a (1+ X) BBP- D+ X)? (5) 


2 
- K, -apo | 4 g, 22xoaU apo 
4 poax 5 2 UAR pX 
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2 
3 ә _ ) apo 
2 Ks Var ` KUIU әх 


-(#к„„®Ш- KU?)3 6 -全 ko 站- кил) Тура, рота 
(enti ro nkla A] 
-em 

те о Нк кз кайт 


5 U ,aT 190[әТ, ToaU 
=к.[т,0-098) ++ e K; 550 ЭХ -Uax 
本 全 全 t- QR = К?)В(1 + Х)* "2-11 


мек аю даху (1+ #71] 


“2 к-к? 
EKOR- DUNO a p+ Е Ka + ху а-л) 
зки х) а В) + Зорку ХУВ) (6) 
和 з 1+ Хок - к?)%а(а-1)(1+ х) 72 16а (а —D)(1+ X) (7) 
2- - 2oy -Rala -1)(1+X)7?= -a опус 


(8) 


ks (20 2U\ PU _ ofvoKe(l+a)"*4(1- R)? 


2 -2)= 203,2 2a 
ак?" 2 @R-RDQ+X)y Q ОЮ” 2# K (+X) 


(9) 
将 式 (1) 一 式 (9) 各 项 对 (1+ X) 取 对 数 ， 得 
кау? 90 = 16ре(1+ x)“ 1а =1бне(4а -1)aln(1+ X) ау 
= вал = Rel + X)" a = Же (За — aln(1+ X) оу 
poU nalte 1 ра(да Di(1+ X) (зу 
1 al Uapo әу , 
2 + 如 | = (4) 
К,А, PT, 353] -3 
一 3-0| 一 -0 8-2 а 
Po (2.5 экз КзАов(в-)а+ху (1+X) 


= К,дов(а-1)(1+ х)? 


=Z KAB(8-1)(a + B 2)In(1 + X) 
Kah ZT, ZJ 
Po \ ах? ак? 


=3K (1+ X) l(a - 8) +5 3, pfKs(B— раж х)?! 


=3K,(a + 8-1) (а – В) +х)3,,рік, (8-1)!n(1+ X) 


4 00 2 
En )а+х)* =u ala- 1)(a —2)In(1+ X) 
28 2039р. 2 


3 URe IR 3x? - edat -D(a -2)a(1+ X) 


PAA 2 2 
ҥе nE БАЕ 0 3 каве х) =з Куан Х) 


将 式 (1) (9) Ф ањ + XX) 代入 式 (8-2-14)， 并 取 v~l, H 


Ке(0.792а – 0.05) + 0.167(2а —1) 
=о.бвтк ур #=Ї(а + 8-2), зк, +810, ру 


2 2 
+1.5@3K,(B-1)2+ (0.592 + ф30.667)(а —1)(а —2) +3 K, 
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(5) 


(6) 
ay 


(8) 


(9) 


(8-2-29) 


式 (8-2-28) 与 式 (8-2-29) 均 各 含有 a, 两 个 未 知 数 ， 两 个 方程 理论 上 可 解 。 计 算 过 程 


复杂 。 现 举例 说 明 其 解法 。 


例 8-1 由 空气 压缩 镀 引 出 直径 为 0.04m 的 管道 ， 沿 程 温度 := 30C, ШР = 


解 进口 速度 u. =v EHAR 


_ [2R(T,- T.) _ [2х287(313—308) 
| E+1 0.5+1 
2x287x5_ 


1.5 
进口 处 密度 p.， 由 气体 状态 方程 


2- RT. =287 х (273 + 35) = 88396 


V 1913.33 =43.742m/s 


8х1.013х105 
pe= ggz `“ 9-174ka/m° 


进口 通过 的 质量 流量 


40C ， 压 力 为 10 个 标准 大 气压 。 管 口 处 测 得 压力 为 8 个 标准 大 气压 ， 温 度 为 上 “= 350, Ж 
口 处 局 部 阻力 系数 $= 0.5。 确 定 进口 速度 、 密 度 、 质 量 流量 、 速 度 分 布 参 变 常数 "、 温 度 
分 布 参 变 常数 po 
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Qn = peverr? = 9.174 х 43.742 x xx 0.022 =0.504kg/s 
要 确定 速度 与 温度 分 布 参 变 常 数 a，p， 必 须 应 用 式 (8-2-28) 与 式 (8-2-29) 联 立 求解 。 
为 此 必 选 确定 相应 本 题 的 п 个 无 因 次 数 。 
Vero _ 43.742x0.02 
ve 16.5х107% 
Pero .8x1.013x105x0.02 _ 0.162 10 x 10 
Peveue 9.174х16.5х107%х 43.742 0.662х10* 
= St, _6х0.01х 43.742 
‚сү, 0.02 
k = T. _ 2.71 х 308 x 10° 


| 28. 
Жн 10? х 16.5 х 43.742? š 


_ Рато _8X1.013x10*x0.02 
K,= к 9.174х43.742 一 40 


_ pero _8х1.013х10° х0.02 
ее 9.174х 43.7422 


Re= =0.53х10° 


K,= =0.245x 10 


=131.226 


=0.92 


к, =29:.2х16.5х0.01 
P лга 10° х0.022 


К. 7 
Ki _0.247x107 .46.17 


=0.000825 


Re 0.53х10° 
К. _ 131.226 
一 2 m 151.220 _ 
= =0.00247 
Re 0.53x105 


将 以 上 有 关 比 值 代入 式 (8-2-28)， 则 有 
0.425a2 — (0.425 +17.3148 — 17.314)a —17.3148(8-1)=0 (8-2-28) 
将 式 (8-2-29) 除 以 Re， 则 为 


0.742а —0.05+0:167(2а-1) 


=0.667 RD 人 全 аав) ару 


pE Se K,(8- 1 + (0.592+0. 66794)(a -D(a-2), зек, (8-2-29y' 
Re Re 
进行 量 级 比较 ， 忽 略微 小 量 ， 则 有 


0.7424 -0.05 + 67(24 - 1) 


2 
K. - ЗК, = 1: K. 
=0.667 Ppp- 1) 82) + a| at8-1] ca- p) + Э Кар ту (в, шу, 
# Kp Kp К», Ko KRAER, WA 
(0.792a — 0.05) a = 0.000368 (8 — 1) (а + В – 2) + 0.00226(а+8—-1)(а-8)- 


-166 > теж‹(ж)йл# 


0.00002623 (8 — 12 (8-2-29y 


对 式 (8-2-29)” 再 次 进行 量 级 分 析 ， 涡 旋 体 积分 数 ， 约 计 p= 0.1， 而 p#<:0.2。 而 a 与 8 最 
大 范围 2，- 2。 设 “=2，p8= -2， 则 计算 式 (8-2-29 六 右边 各 项 : 
0.00036( -2)( -2 - 1)(2-2- 2) =0.00036 x ( —12) = -0.0043 
0.00226(2-2-1)(2- (-2)) =0.00226 x ( — 4) = -0.00904 


0.000026¢3 (8 - 1)? =0.000026 x 0.2( — 2 — 1)? = 0.000046 
而 左边 
(0.792x2-0.05)2=3.168-0.1=3.068 
两 边 对 比 ， 说 明 右 边 量 值 很 小 ， 可 作为 零 。 


(0.792a -0.05)a =0 (8-2-29)” 
由 它 解 出 
«=@ Б =0.063 
将 它 代 入 式 (8-2-28)， 解 出 p: 
0.425x0.0632 — (0.425+17.3148- 17.314)0.063 -17.314B(B-1)=0 (a) 
0.00169 — 0.0268 – 1.090788 + 1.09078-17.3148(8-1)=0 (а) 
17.31402 – 16.2238 – 1.066=0 (а) 
B -0.9378 –0.062=0 (а)” 
б ан б 2 б + к? Г 20. 
в 9931 Јо эз? +4х0.062 _0 937-1 061 _ 0.124. ao 
结果 取 a =0.063, 8= -0.062。 
速度 分 布 为 
U=(1+X)%%(2R- R°) (I) 
温度 分 布 为 
T| = (1+ X) 7% (H) 


8.2.1.4 管 长 确定 公式 

动量 微分 方程 ， 没 有 办 法 纳入 壁面 造成 的 能 量 损失 ， 可 压缩 流体 在 管内 运动 过 程 ， 是 压 
力 下 降 ， 温 度 变化 ， 密 度 变 小 ， 速 度 加 大 ， 而 且 伴随 着 能 量 损失 。 给 它 建 立 起 能 最 守恒 公式 
就 是 
pe 

ана 
式 中 :管道 进口 处 压力 ; 

p. 一 管道 进口 处 流体 密度 ; 


ve 一 一 管道 进口 处 速度 ， 它 是 均 布 的 ; 
v, 一 一 管道 出 口 处 速度 ， 是 断面 平均 速度 ; 


+E; (8-2-30) 
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p. 一 管道 出 口 处 流体 密度 ; 
E/ 一 一 管道 全 长 损失 能 量 。 
设 管道 无 因 次 长 度 为 工 ， 它 是 待 求 的 。 现 在 计算 管道 出 口 断 面 平均 速度 vo 
v= Бо + гав = R2)dR = Tu, + L) 2 = Lo,G + 1)°(8-2-31) 


因为 研究 问题 管道 ， 壁 面 糖度 对 摩擦 损失 起 主要 作用 ， 所 以 应 用 水 力学 中 沿 程 阻力 系数 
А 来 计算 阻力 损失 功率 。 


"шт? 


022=20°* (8-2-32) 
Др: о 02g 
将 式 (8-2-31) 与 式 (8-2-32) 代 入 式 (8-2-30)， 则 有 
2 
а мүм. 1+20)1 [arn] (8-2-33) 
RP: 4 一 一 沿 程 阻 力 系数 。 
举例 说 明 其 应 用 方法 。 


例 8-2 题 意 如 例 8-1 所 示 ， 现 确定 其 进口 段 (等 质量 流 ) 长 度 ! 为 多 少 ? 


2 
解 az Б 287 х (273 +35) — 287(273 +30) + 1043. 42)? 
e Pa 


= 88396 — 86961 + 956.681 = 2391 .681 


代入 式 (8-2-33) 
2 
/1.0.01L)1rv 
2391.681 -(1+ 2 | 2 [$a] 
ú 0.011.\(1+0.011. 0.126(43.742)? 
-(1+ 2 \\ 9 Jarr) 2 ба) 
2.5= (1+0.0051)2(1+1.)%1% (b) 
设 不 同 L 值 ， 列 表 计 算 ， 结 果 如 表 8-1. 
表 8-1 计算 工 表 
工 | (A) 1+0.005L (B) (1+ L) Laxa) 
500 3.5 2.187 0.851 
1000 6.0 | 2.388 1.592 
1500 7.5 | 2.512 2.094 
2000 10.0 | 2.606 | 2.895 


由 图 8-4 TJA, L =1700, HJ 1 =1700х0.02=34т„ 
8.2.1.5 进口 段 (等 质量 ) 压 力 分 布 
将 式 (8-2-26) 代 入 式 (8-2-13)， 整 理 后 为 


Begel- [grejar oaaao- a-pa 


теж(ж)йл# 


< 168 ， 
f 
3.0 
2.0 
1.0 
o 500 1000 1500 =E 
图 8-4 вг ш 
-2Kap8(1+X)2] (a) 
将 上 式 积分 为 
x= И-ден (а-1)(1+Х9)°-(а1- ppan 
1 
2а+1 
(с) 


定 积分 常数 ， Жш, po=1， 则 有 
2 š 
s E 17 (1-3) 2К,Ф? 
^1 zal (1+ En] + (a=1)- eD E] 
将 式 (c) 代 回 式 (b)， 则 有 
po i Q че, 
ИЕСИ Kasi- (їа+х)?°*!] 
(8-2-34) 


[Bania @=4 
RH, po Р 将 其 代入 上 式 ， 则 为 有 因 次 压力 分 布 。p。 是 进口 出 处 压力 。 


8.2.1.6 ” 边 层 流 界面 位 置 ( Rs) 
将 式 (8-2-31) 代 入 式 (8-2-26)， 则 有 
lLa+xy= 


2- |2- 45 + 
2 3 _2- /4=1.333 _2-1.633_0.367_ | 
B= 2 =, 2 Ry 


8.2.1.7 边 层 流 界 面 涡 旋 强度 与 大 小 
依 式 (8-2-26) 与 涡 旋 定义 ， 可 以 导 得 


(1+X)"(2Rs - R?) 
(d) 


(e) 
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wl,- = *G + X)°G —- В) = 251+ Х) (10.189) =0.811 (1+ X)° 
Ж re д 
(8-2-35) 
涡 旋 直径 


a,=2r,=2 |1% 


w 


| 10wo 
ато 8-2-36 
ы 0.8110,(1+ X)° š ) 


8.2.1.8 涡 旋 于 界面 上 径 向 速度 u) 
依 式 (4-3-27)， 结 合 本 问题 ， 则 有 


2 
= ) 
б _l2n (ol j? _12u[o.su r (+X) 


£ А 
3(1+X) 


6] 


因为 式 中 
1= 0—8 (8-2-37) 


代入 整理 ， 化 简 


E 12x (0.811)2vo,(1 + X)" (ro- rp) 
=, 2 
то 


и] = 4.866 POTERE (8-2-38) 
To 


8.2.1.9 涡 旋 体积 分 数 p 公式 
根据 第 4 章 建立 的 涡 旋 体积 分 数 公式 ， 可 得 
[ 秒 ]rz > 
PER 480 


(8-2-39) 


RF, k 为 经 验 或 实验 系数 。 
公式 应 用 举例 如 下 。 
例 8-3 题 意 同 例 8-1。 此 处 求 进口 段 末 端 ， 即 X = 1400 处 边 层 流 厚 度 rp， 涡 旋 强度 与 
大 小 ， 涡 旋 径 向 速度 w”， 该 断面 上 涡 旋 体 积分 数 p。 已 知 30C 时 v=16.04 X10 m/s, 
解 由 式 (e)， ЕЯ Rs=0.189， 则 有 边 层 流 厚度 
22 Ra=0.189 


rg=0.189x0.02=0.0038m 
涡 旋 强度 rar 由 式 (8-2-35) 


+ 170 ， T#E3SC8)82 3 


43.742 
0.02 


10.063 
= 35.4750701) „1773, 738 1.598 =2834.157rad/s 


涡 旋 直径 d,=2r,， 由 式 (8-2-36) 


10vro a2 f 10x0.16x0.02 
0.8110,(1+ Х)* 10 0.811 х 43.742(1+ 1700) 
= 2 |—— 02 A 0056 = 20-075 -0.0015m 


102 1 0.811 х 43.742 х 1.598 102 102 
涡 旋 于 边 层 流 界面 上 径 向 速度 и”, 2608-2-38), WA 


1+X = 0.063 
u? =4.866 »(ro- ax ) 4866 |°: .16(0.02 0.0038)43.742(1 + 1700) 
10* x (0.02) 


=4.866 Nr 


=4.866 /0.09059 = 4.866x0.301=1.465m/s 
涡 旋 体积 分 数 p， 由 式 (8-2-39) 
2, 01а", 1.465 
РА 480 “k 480.04 
AF, 是 实验 系数 ， 现 取 &=0.2。 
8.2.2 ”可 压缩 灌流 矩形 管 进口 段 


根据 数学 分 析 需 要 ， 坐 标 系 与 原点 的 选 定 如 图 8-5 所 示 。 


о, = 0.811 251+ X)°=0.811 (1 +1700)” 
0 


=kX0.72=0.144 


图 8-5 ”可 压缩 滑 流 矩形 管道 坐标 系 与 原点 选 定 
8.2.2.1 运动 控制 方程 与 边界 条 件 

(1) 动量 方程 

依 式 (4-5-16)， РЯ 


v др [ди 2u) ди ди 2u) 
2p9z\9y 3z] f # əz f Эа Ју 
2 2 
2_1lap 49u z е mt аы) 
= paz [2 2+(1 93 эу н 2а +693t 3372 二 ax3z2 (8-2-40) 
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(2) 能 量 方程 
由 式 (4-5-41)， 结 合 本 问题 ， 在 定常 流 ， 忽 略 质量 力 与 分 子 能 ， 不 考虑 涡 旋 温度 与 连续 
相 的 差别 ， 可 得 
ди и иар, 3 
кш sare, Le |+ #z)+2 ay мт +) 
22 ат ат әр 4 и у (ди ди 
=P Er g: Е вах 3” әд? -gs 9 2u) 


и 


2 диди дид? 
[н Ета] (8-2-41) 
气体 状态 方程 与 质量 守恒 方程 均 可 用 式 (8-2-3) 至 式 (8-2-6)。 
边界 条 件 : 
u(z，?，z)|。-o= ve= ve (8-2-42) 
и(х, у, z)|,-s=0 (8-2-43) 
ulz, у, z)|.-0=0 (8-2-44) 
ачула) ESO (8-2-45) 
= 
2u zia 229 (8-2-46) 
Pulz, v z)co (8-2-47) 
әу? т 
а 2-1 2240 (8-2-48) 
plz, y, z)|,-0=p。 (8-2-49) 
T(z, у, z)|..,= T, (8-2-50) 
8.2.2.2 无 因 次 控制 方程 与 边界 条 件 
为 了 应 用 数学 工具 ， 必 须 将 方程 与 边界 条 件 变 成 无 因 次 形式 。 为 此 取 
HTX H52 BS Y, 250, Ë=. FT у=» 
将 比值 代 回 控制 方程 与 边界 条 件 。 
а) 动量 方程 
эзәр H2U 2U) + su 2U , vevero HaU , 2U ги 
2H°P3X\B3Y* aZ] * HU әх *эн?О\ВӘУ t 9Z 
_ pH ар 4 vv PU H PU U 
= pan? | н әх? 9 ll Әү? +=] 
а? а 
ПЕ) взу 


+ 172 - 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


HERRI G, WE 
vo 9po | HIU IU HaU әп au 


2 p3X\ B ƏY * 2Z +ReU SX +20 BY t aZ 

__w 1920 (0 < H\ гу = 

= - К, ax + {зә ИН | taz] 

32U2U , 2UŽU ) 
+ Kọ? ШЕ H)? r] (8-2-51) 
(2) WREDE 

UIU _ 1 U9p0 , Pe i „u| EU ŽU | о». | HƏU 2U) | Uapo ,9U 
H әх 2 HX t н вэхаү *әхә2) + 2 H: B ƏY * aZ) |p 2X * 3X 


2 
таат А .(8)'7, т, Zn], u| -2 apo , аул, ŽU) _ givo 


pH’ pol ӘХ? ay? az? PH po? X ШТАШ, 
HaU 20) |- ve ps Po , AVVU „з e [(# +әцги гиге] 
BƏY aZ)\ H PPX 3 н? ax? | НАВ! әҮәү? Zaz? 
(8-2-41)' 
65 S ， 则 有 


33U_ 1p, Up е нәп , ŽU), нәп, gu идо , aU 
ReU эх уве 59+ АЕТ тм әхә2 АЕН ay + z) у 
2 


АТ, | 再? PT, та) [- 3p 4 г 
=. ат, ,3 To U| _23xo 
K, Е + 到 зү? az 1+ U| К‹ рәх! 3 әх] 2U 


нәу 2U) | _ g, 22o 42 |аи ?aU9U ,9U9U 
Bay+aZ | Ks тох? 3 |F + Konl [(# SYY * 22027) 
(8-2-52) 
边界 条 件 : 
U(X, Ү, 2)1,-,=1 (8-2-53) 
U(X, Y, 2)1у-,=0 (8-2-54) 
U(X, Y, Z)|;- | =0 (8-2-55) 
au(x, ү, 2)| _ 
3Y „27° (8-2-56) 
aua, y. 2) 
(ху. Z j=0 (8-2-57) 
Ee y; 2, 
Әү? <0 (8-2-58) 
ŽU(X, Y, 2) 
LUX, Y. Z)<0 (8-2-59) 


az? 
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PO (X, Y, Z)|x- =1 (8-2-60) 
To(X, Y, Z)|x- =1 (8-1-61) 
以 上 各 式 中 : 

R = EE (8-2-62) 

PH 
К, (8-2-63) 

бо, 
K= (8-2-64) 

AT, 
аі (8-2-65) 

Peveve 

PH 
ея (8-2-66) 
K = Н (8-2-67) 

Peve 

224 
К; (8-2-68) 


8.2.2.3 速度 与 温度 分 布 
根据 边界 条 件 ， 选 定 速 度 与 温度 分 布 为 
U=(1+X)°“(2Z- 22)(1- Ү?) (8-2-69) 
т=(1+Х)7* (8-2-70) 
应 用 上 两 式 之 前 ， 首 先 确定 参 变 常数 a，B。 为 此 ， 将 两 式 代入 式 (8-2-51) 与 式 (8-2-52) 中 ， 
然后 利用 气态 方程 与 质量 守恒 ， 将 压力 po 与 密度 po 均 转化 为 速度 与 温度 ， 结 果 ， 最 后 则 得 
两 个 均 含 <， 有 的 独立 方程 ， 联 立 求解 则 得 a, В. 
首先 将 式 (8-2-69) 代 入 式 (8-2-51)， 逐 项 分 别 计算 
уо дро (880.90) = "8 әшнә әу 
2U3X\B 


2 p3X\B3Y* aZ aY+ 3Z 


=voa(1+ 0) а-да-у)-Нүог-2)) 

=waa+ xT 2 H1 2] 

=L, х1 Н) 1, i- Basa w 
ReU а = Re(1 + хуча 22 - 222G – 72)2d4Zd7 


= ReU  =0.285Кеа(1+ х)! 02) 


14° 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


генди вара 
2U\BaY 22/8 


sinat on -2)02-2)+а-0а-)] 


= wa(1 + хура -2Z)(1- Y2)dZaY - HPP Yoz - Z2)dydZz] 


=wad+x)" 二 1- 到 (3) 
a ки = -кш|т,#+ эу] = киот (1) +25280] 
=к[Тёш 978) = Ka+ 0a -p (4) 

tn EU- bnala- D0 OZ-Z a- Y?) 

= frala = DQ + xa az ~ Z2)(1 - Y2)dzdy 

‚1б аба раж х)? (5) 
va-d aa] 
=-»а-,®а+“[(|#|2-2%+а-у®] 
= -2⁄( - pî) + ЕК - Z) + (1- v) Jayaz 
= -v1- ba + x [(#) +1 ] (6) 


ШЕЕ гиду {ауду 
yoK293| | B ayay2 22 27? 


= к, (Н) G+ orez- 2 -27)( -D+ + x) a-za] 
= карба + x)*[( ү, -2Z2)2Ydzdy - [а - үа - z)ayaz ] 


3 
=2voKag8(1+ хо. 533[( Н) -1 -1]=1.066›К,е% 8) -1Ја+ху (7) 
将 式 (1) 一 式 (7) 代 回 式 (8-2-51)， 有 


Hrali- Н) (1+X)"-!+0.355Rea(1+ Х)?°7%—2.08»а(1+ X)! 


=күї+х)#7(а - а) +0.593va(a —1)(1+ Х)°7®- Ф(1- раа Х)° 


3 
+1.066,,к,е [| Ë] -A1ja+ xy (8-2-51)’ 
全 式 取 含 (1 + X) 项 的 对 数 ， 然 后 除 aln(1+ X)， 取 wo=1， 则 有 
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i(1 -到 (а - 1) +0.355Re(2a - 1) -2.08(a — 1) 
=k 2000-0 0 5з, -1)(a -2-40 -p [[B) +1]+з.зәк,ә#[( B) -1] 


(8-2-71) 
将 式 (8-2-69) 与 式 (8-2-70) 代 入 式 (8-2-52)， 由 于 过 长 ， 分 别 计算 各 项 : 
Re U’ 907 = Re(1+ Х)°(22- 22)(1- Ү?)?а(1+ Х)* 722 - 22)(1- Ү?) 
= Кеа (1+ Х) 71022 - Z2)*(1 — ү?)* 
= Rea(1 + хунс — 827 + 2428 - 3225 + 167°)47 
[КҮ -axt + yt -ayè + Day 
= Кеа (1+ Х)4*71(6.745 — 6.333)(2.325 — 1.904) 
=0.412 х 0.421 еа (1+ Х)** 7! =0.173 еа (1+ Х)“* 7! (1) 
lp Озара 1 12U) l py? 2U 
-2 «26 кал -十 强 = ZRU’ 5х 
=t Rea(1+ х)" -1022 z22(- Y? 
= Fral + хл - 127' + 62 - ZX - 3Y? + 3Y* - Y6)dzdy 
=F Rea(1+ X)” = 2088 Rea (1+ уузе-1 
=0.104Rea(1 + X)*™! (2) 
HU ,FU 
Soul Ay эхә2 


=Ф»(1+Х)°(272- 2°)(1- Ү?) 


[a +Х)°!027-2%у(-2Ү)+а(1+ Х)°7(1- ү?)з(1-27)] 


її 
Е 232 _ Н, 2\2 
= шыа+х а-да - у - Byaz - zy ]layaz 
= -0.216gvoa(1+ X)! (3) 
»[ H3, u) шә „2 Ш. ино ,93U әу +20) 26 
BaY 22!\рәХ ӘХ 2 ВҮ* 22 таҳ * ах 

2 2 92 2 
Е м To, (H) ёт, д т] 
3poLaX2 \B) әү? az 
K3Mo(1+ Х)°(27- 7°)(1- Ү*?)В(8-1)(1+ x) "2 


= K3X0p(B - 1)(1 + хук [ол - 22)(1 - Y2)dYdZ 


(4) 
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=$ Kapp- ра + х): (5) 
2 
abo _ g3Yo | HƏU ау) Ibo 
U Ke ax t [Жү тэш 22X 
2 ар, 
= [к, е2 H2U әу) - UK ]-220. 
52UIBayr 3Z 42 0 9Xx 
2 
=[K е? нао әу) _ [220 тау 
[к, 20 нәр әш) ик,] әх Uax 
2 
= k. #?е|Нәи әу (22 тәр). [E Tegu) 
к, а Вес эх әх! ` UK.|2x ` 0әх 
二 £ 1 -y 11-2 ) 8-1 В-1 
= Kb | 二 aY +], 212-2542) iea + х)# ат + x] 


- K,(a - ра + uwa oz - Z2)(1- Y2)dydZ 


=1.039Ksp$vo(a -PB)(1+ X) + Каба В+ х): 


i - > 
= (a - 8) [1.039K 93 (1 + X) HEKO? '] (6) 
4 004 ПЕ аа 
3%U Gyam ун + Х) ala — Df [ez - Z2)2(1 - Y2)24Z4Y 
=0.379v0a (a —1)(1+ X)? бӯ 
-owl Hey , 2U) 40 
2 U| BaY * aZ] 3 ReaxX2 


3 el 
= 1.039 + Eula - D(1+ хә fz - Z2)(1 - Y2)dZzdY 


=0.462›$е (a -1)(1+ X)? (8) 


2 2 
-jx (天 бути +090] 


LO ika [E anoe- аж хуча a-za] 


= 0.51993 K0 + x)* [|( uff yaz - 204үйг -ffa - ууа - 2)ayaz] 


$ 
=о.з1зөїк (1 + x)” [0.6| Ë) -0.333] (9) 
将 式 (1) 一 式 (9) 各 项 代 回 式 (8-2-52)， 有 
0.173Rea(1+ Х)*'“71 +0.104Ееа(1+ Х)2* 71 –0.216и;а(1+ Х)?71+0 
=0.444КдВ(8—1)(1+ Х)°*#71 + (a — B)[1.039K, 93 (1+ X)”1+0.444K,(1+ 


а к 2 = 
Х)°*#-1] + 0.379vga (а — 1) (1 + XX)" P + 0.462750 p a-1)(1+ X)? + 
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0. 51995 Kova[ 0. [Ë ) -0.333](1+ х)" (8-2-52) 
对 含 (1+X) 的 项 取 对 数 ，vo=*1， 则 有 
0.173Rea (4a — 1)1n(1 + X) +0.104Rez (За — 1)1n(1 + X) –0.216фа (2а —1)ln(1+ X) +0 
=0.444К;А,8(8-1) (а+ 8-1) (1+ X) + (a — B)[1.039K; (8 — 1)In(1+ X) + 


0.444K,(a + 8— 1)1n(1+ X)] +0.379a (a – 1)(2a — 1)1n(1+ X) +0.46293 £ (a - 


2 н)? Р 
(а —20(1+ X) +0.519ёк,[о.6[ Ë) -0.333 рањ + х) (8-2-52) 
全 式 除 以 aln(1+ X), WA 
0.173Re(4a — 1) +0.104Re(3a —1) –0.2164(2а – 1) 
_0.444K3A08(B -1)(a+B-1) 


0.379(a -1)(2a -1) + 


+®=Ё[1.0зәК,е3(В-1) +0.444К,(а + B — )] + 
0. 62 


(е -1)(а -2) + 11.03893 K, [0.6 | Ë |" -0.333] 
(8-2-72) 
式 (8-2-71) 与 式 (8-2-22) 是 独立 方程 ， 均 含 a，8B 两 个 未 知 数 ， 联 立 求解 ， 可 得 其 二 数 ， 现 
举例 说 明 其 应 用 方法 。 
例 8-4 由 空气 压缩 织 引 出 矩形 断面 宽 为 0.04m， 高 为 0.03m 的 管道 ， 饶 内 温度 ¿= 
40C, EHH 10 个 标准 大 气压 。 测 得 管道 进口 处 压力 为 8.5 个 标准 大 气压 。 温 度 为 36C , 


进口 处 局 部 阻力 系数 5=0.2。 确 定 进口 速度 、 密 度 、 质 量 流量 、 管 道 温 度 与 速度 变化 规律 。 
解 进口 速度 公式 : 


Є [раст -т,) _ 2х287(313— 309) _ [2х287х4 
Р e+1 0.2+1 1.2 


= | 2298 = /1913.3=43.741m/s 


进口 处 密度 : 


Pe _8.5х1.013х10° 3 
= Pe _8.5x1.013x10°_ 
PERT, 287x309 一 9.718kg/m 


进口 质量 流量 : 
Qn = peveA =9.718X43.741 xX0.04x0.03=0.510kg/s 
要 确定 速度 与 温度 分 布 ， 必 须 先 确定 a 与 8， 应 用 式 (8-2-71) 与 式 (8-2-72) 联 立 可 解 出 两 
值 。 为 此 先 确定 几 个 有 关 的 无 因 次 数 。 

veH _ 43.741 x0.015 

е PRA 16.6х107% 
K,= pH __8.5х1. 013x 10° x0. 015 _0. 129x10 

peveve 9.718x16.6x10-5X43.741 0.705х10 


бш, _6х0.01х43.741 _6x0.01x43.741 
K= H 0.015 0.015 е 


=0.395x 10° 


=0.180x 10 


178 > TES 38) 3 


K, = АТ. _  2.71X309x10° __ _ 837.39x10° _ _837.39х10° 
3 pw? 10x16.6X (43.741) 102x16.6x1913.275 31760.366 
=0.026 x 10“ 


Р.Н _8.5х1.013х10°х0.015_ 0.129x 10 _ s 
"оң 9.718X43.741 © 425.075 一 0.0003x10 =30 


„= 


kobi H _8.5x1.013x105x0.015 -0.129x105 _ _ 0.129 x 105 
5 pv? 9.718 X (43.741)? — 9.718X1913.275 ` 18593.207 
=0.0000069 x 10° =0.69 
254 _2х16.6х0.01__ 0.332 132 
К;= = 2242 =0.001328 
° H? — 108 (0.015) 108 х 0.00025 10° 


Кү _0.180х10° _ 0.180 
21 „0.180 x10. 22 а 
Re 030510 0:395 100-456 10° =45.6 


К; __174.964 
2.174.964 _ 
Re 0.395102 0:044 
将 以 上 有 关 值 代入 式 (8-2-71)， 则 有 
101-9005) (a -1) +0.355х0.395 х10°(2а -1) -2.08(a -1) 


=0.18x10 (e+B)(8+D) +0.s93(a -1)(a -2)- $01- 93)[( S05) +1]+2.132 
0.015 
x0.004g3[ (S915) +1] (8-2-71) 


0.083(а - 1) +0.140 X 10*(2a - 1) —2.08(a - 1) 
= 一 2 
=0.18x10 (28008-0) А D +0,593(а —1)(а -2)-2.08(1- p3) -233.853p3 


(8-2-71) 
全 式 除 以 0.14 x 10;， 忽 略 小 量 
‚ 2а-1= -1.286x10 (22008-10) 
将 式 (8-2-72) 除 以 Re， 则 为 
0.713(4a – 1) +0.104(3а —1) – 2-216224 -1) 


(8-2-71)” 


0.444К,Ао8(8-1)(а+8-1) a- вГ1.039К,р3(8- D сица 
Е ЕР жа! se atp- D] 


(a- (a 2) E ) -0.333] 


(8-2-72) 
进行 量 级 比较 ， 略 去 小 量 ， 则 有 
[0.173(4a — 1) +0.104(3a —1)]a =0 


0.379(a — 1)(2a -1) 0.462 
A Re + Re 


(8-2-72)” 
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a(1.004a — 0.27) =0 (8-2-72)” 
а= 0:27. -0.268 (8-2-73) 
1.004 
代入 式 (8-2-71)”， 得 
(2а -1)а = -128.6(c+B)(B+1) (8-2-71)” 


(2. х 0.208 – 1)0.268 = -128.6(0.268+ 8)(8+1) 
В? + 1.2698 +0.267=0 


_ —1.269+ y 1.269)2 — 4x0.267 _ —1.269+ /1.610-1.068 _ 二 1.269+0.735 
Е 2 Е 2 Е 2 


В 
= - 0.266 (8-2-74) 
结果 速度 分 布 : 
U= (1+X)026(2Z - 22)(1- Ү?) (8-2-75) 
温度 分 布 : 
To=(1+X) "926 (8-2-76) 


8.2.2.4 等 质量 流 管 长 确定 
利用 式 (8-2-30)， 将 式 中 v, 结合 矩形 断面 管道 计算 出 来 ， 将 能 量 损失 率 E, 中 管道 直径 
变 成 当量 直径 ， 即 4 倍 水 力 半径 D=4R , 


r-z (8-2-77) 
式 中 ; a 一 一 矩形 断面 高 度 ; 
一 一 矩形 断面 宽度 ; 
R' 一 一 水 力 半 径 。 


(1) 1kg 流体 损失 功率 
依据 式 (8-2-32) 可 得 将 1kg 流体 损失 功率 为 


hs L MUn, 1% 2 H 2 
p Thn bag D2 4R 2 . gÀ Rv 
(2) 矩形 断面 下 平均 速度 
=} arf "(22 - 201 - Y2)dydz = 20,(1+1)* (8-2-79) 
ме ано -3 а. 


(3) 确定 等 质量 流 管 长 公式 


(8-2-78) 


2 2 
名 -2- 
Pe 2 о, 2 p (872280) 
将 式 (8-2-78) 与 式 (8-2-79) 代 入 式 (8-2-80) 
2 
Ф.Р... 4 АН, |1 2 2. _ 2 à H, | 2 2a 
pa = 二 (1+ хн) 29101+ X) =2(1+ aH jarx (8-2-81) 


例 8-5 续 作 例 8-4 题 ， 已 知 沿 程 阻力 系数 =0.001， 管 道 出 口 温度 为 30Z ， 试 确定 等 
质量 流 管 段 长 度 。 Í 
解 首先 确定 水 力 半径 R“， 由 式 (8-2-77) 


+ 180 · теж(ж)жйл%# 


‚__а&____0.03х0.04__ 
= (а +6) 2(0.03+0.04) 0-0086 


将 有 关 数据 代入 式 (8-2-81)， Ë= RT, P= RT, WA 


a 


2 
RIT,- T) + #814 2 [4 0.001[ 0.015.) ](43.74D201+ утоа 


0.0086 
(8-2-81) 
287(309 — 303) + 956.638 = 0.0247 (1 + 0.00025 х 1.744L )1913.275(1 + L )™*% 
(8-2-81) 
2678.638 = 47.258(1 +0.0004L)(1 + L)” (8-2-81)” 
绘图 如 图 8-6 所 示 ，L 值 计算 如 表 8-2 所 列 。 
家 8-2 例 8.5 题 计算 上 值 


(+L) (1 +0.00041.)(1 + 1,)®®* — |47.258(1+0.0004L)(1+ L)” 


100 | 1.04 11.866 12.344 582.899 
300 1.12 23.863 1127.704 
500 1.20 33.597 1587.727 
1000 1.40 56.802 | 2684.330 
1% | 160 | sas | 80.660 | 3811.846 
2000 1.80 58.812 105.802 
计算 值 

4000 

3000 

2000 

1000 а 

L 
o 300 500 1000 1500 


图 8-6 例 8-5 计 算 工 值 


由 图 8-6 可 知 进口 段 工 = 1000，! = 1000x0.015= 15Sm。 也 就 是 说 等 质量 流 管 段 长 = 15m。 
若 管 长 超过 15m， 则 变 为 变质 量 流 管 段 。 
8.2.2.5 进口 段 (等 质量 流 ) 压 力 分 布 
利用 质量 守恒 ， 将 式 (8-2-51) 改 写 为 
vo 12U[ HaU ‚әу әу HƏU әйц\әи 
Е SZ) +8055 Y U| 85у+92)5 


ap 420 н}? ау, 2U 
= =. “ 
J ки $+ ғ? ОД rtz] 
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32U2U ,9U9U Я 
+к,е3[ [(# әүзү? 902101 (8-2-51) 
将 式 (8-2-69) 代 入 式 (8-2-51) 7”， 则 有 
»12U| H2U aul_L [H_ = 
2316000090 [к jeas a) 
кей 90-0, 285Rea (1+ Х)2*-! (2) 
BEY +20) =0.222(1-H)ac+ x)"-! (3) 
-K,U 529 - 4k, +X) 528 (4) 
vo 320.0, .593voa(a – 1)(1+ X)“ 2 (5) 
н\? ау а 
va-d) EU. ZE] 1, [B aja, o: (6) 


wo K; 95 (Е "уги, шеш 2.132 K 9 || £) -1] (7) 


将 (1) 一 式 (7) 代 入 式 (8-2-51)"， 取 v~l, WA 
воли({#-1}а(1+ X) +0.285Rea(1 + Xy 


а 2 
= -0.444Ki(L+ х) 580 +0. 593а (а -1)(1+ X)" -1.33301 - 9 [(8) +1] 


з 
除 以 (1+ х), Ж 
次 = тя [0.5934 (а - DG +X) 221328 [| E Н\?_ + x) -1.333(1- 3 
9) +1]-оша (8-1) a+ хә" -0,2в5ра+ ху") (8-2-51)” 
积分 后 ， 得 
"ICE 2.132К Ër я 
RAN шар 0, ry ПЕ -1 Ja + x>° 1-1.333(1- Ф?) 
2 
8) +ї]а+х)-оли[|#-1)щ(1+ x) -0.285ке(1+ 0°] + (А) 
34 X=0, p=1, Wc% 


с=1 тя -0.285Re +1.333(1 — НЕЙ +0.593а(а —1) 


asla- 
ажр с. 


(в) 


.182 - теж‹(ж)йл+# 


将 式 (B) 代 回 式 (A)， 则 有 


2 2 
po=1+ блк (0-285Re[1 — (1 + Х)°] +1.333(1- #®[|®) +1]п-а+х1 


каї, 


(8° -Ша+©!-11 
-0.11 (2-1)an(+ x)} (8-2-82) 


式 中 оо 2, ЖЕКА, WERKEN. 


8.2.2.6 边 层 流 界面 位 置 (Rs) 
将 式 (8-2-79) 代 入 式 (8-2-69) 


Z. A+ х) (1+ X)"(2Z-Z2)(1- Y) 


+0.593a(a— о[-ү# 1+. 132 


2-22-70- Y) (8-2-83) 


当 确 定 垂直 z 方向 两 个 壁面 上 的 边 层 流 界面 时 ， 则 上 式 取 Z = Zs， 当 确定 垂直 у 方向 两 个 
壁面 上 的 边 层 流 界面 时 ， 则 上 式 Y = Үр. 


3=(22 2)(1- v (8-2-84) 


o| 


=(2Z-Z2)(1- Y°) (8-2-85) 
例如 ， 当 Y=0， 由 式 (8-2-84) 


2 
Z,=1- [1-2 =0.118 


2,=0.015 х0.118=0.0018т 


=1- west SPS =1- 一 = 
z=1- /1 9хо.75=17 /1-0.296=0.161 


z,=0.015x0.161=0.0024m 


34 Y=0.5 BT 


当 Z=1， 由 式 (8-2-85) 
Y?=1-=1-0.222=0.778 
Y=0.882 
由 坐标 选 定 关系 
Ys=B-Y=1-0.882=0.118 
эв =0.04x0.118=0.0047m 
当 2Z=0.5， 由 式 (8-2-85) 


=(1-(0.5)) 1- Ү*)=0.75(1- YD) 
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Y2=1-0.296=0.704 
Y =0.839 
=B- Y=1-0.839=0.161 
ув = 0.04x0.161=0.0064m 
8.2.2.7 边 层 流 界面 上 涡 旋 强度 与 大 小 
依 式 (8-2-69) 及 涡 旋 定 义 式 ， 可 得 分 别 垂直 于 z 轴 与 y 轴 边 层 流 界面 上 的 涡 旋 与 大 小 。 
首先 垂直 于 = 轴 。 


ol, ROHO- YU- Zp) (8-2-86) 
涡 旋 直径 
а„=2 Ë (8-2-87) 
垂直 于 y 轴 


о, OZ-Z-2Y)=P(1+X)(2Z-Z)Ya (8-2-88) 
涡 旋 直径 


4„=2 (8-2-89) 
"22 ГЕН 
例 8-6 继 例 8-4 题 ， 确 定 X= 500， 垂 直 于 z 轴 的 边 层 流 界 面 上 Y= 二 点 的 涡 旋 强 度 


与 大 小 ， 确 定 垂直 于 y 轴 的 边 层 流 界面 上 Z = 十 点 的 涡 旋 强度 与 大 小 。 
解 由 式 (8-2-86) 计 算 = 方向 的 涡 旋 与 大 小 。 


і рая а - үа 22) = 43:70 


= 2916.067 х 5.291 х0.75 X 0.839 = 9708.642"/5 
首先 计算 在 X = 500 处 ， 温 度 为 多 少 ， 由 式 (8-2-76) 


£=t.(1+X) 9266=36(1+50)%2%=36x 


(1+500)°28(1-_oAo.52)(1-0.161) 


LZ x 
3,226 36*0-191=6.877 


t=6.877 是 下 降温 度 ， 实 际 上 ¿=36-6.877=29.113C, #290 у= 15.94x10 5, 


1.594 _ 2x0.0128 
=2 [1% 25 | 2 =0.000256m 
1.-。 1029 9708 10 


|,- = ROHO OZ- 2°) Yp = 53-2415 5,291 x0.75x0.161=1863°/s 
10 2, 1.594 
а. =2 = = 0.00058 т 
a 1863 


依 式 (4-3-27)， Ран 在 垂直 于 z 轴 的 边 层 流 界面 上 的 涡 旋 速 度 u; 为 
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_ 12(%:-,) 
v 
КА (Н - zp) vwt (1 + Х)“(1- Y222(1- 25) 
7 20+ X)“ H? 


= er a V2y2/1— 2 
:- Е медта Ү?У (1 - 25) (у 
在 垂直 于 y 轴 的 边 层 流 界面 上 的 涡 旋 速 度 
_ а Iv 
= Ya) о 02-22)ү? EN 


例 8-7 继 例 8-6 题 ，X = 500 处 ， 分别 确 定 垂直 于 z 轴 的 边 层 流 界面 上 Y=0.5 处 的 涡 
旋 速 度 ul, EEF у 轴 的 边 层 流 界面 上 Z =0.5 处 的 涡 旋 速度 и, 各 为 多 少 ? 
解 0268-2-89) И и; : 
ЕЕ IRE +X) - Y22(1- Zp)? 
We = н? 


z [Кык X43.741(1 + 500)” G — (0.5)?)(1 — 0.161)? 
105(0.015)? 


r. [Ер Ен урп х0.75х0.704 _ /795.178 
22.5х10 225 


= /3.534 = 1.88т/з 
由 式 (8-2-90) 计 算 wy : 
. _ |54(B- yp) vo + Х)°(27- 2°) Ys 
8 - 7 в? 
= | 3004 =0-0064) 15 9443.741 (1 ао .5)2)(0.161)2 
105(0.02)2 


— [54x0.0336x697.232X5.291x0.715x0.026_ [1.814 x 3689.055 х 0.0195 
10° х 0.0004 400 


= (1305493. /0-326 =0.571m/s 


8.2.2.8 涡 旋 体积 分 数 o 公式 
根据 第 4 章 ， 有 涡 旋 体积 分 数 定义 
(Ни? + Bu) 
P= 48HB 
@l8-8 继 例 8-7 题 ， 试 确定 X = 500 断面 上 涡 旋 体积 分 数 p 为 多 少 ? 
解 


_20Ниу +Bus)_1(0.015x0.571+0.02x1.88) z x 0.0462 _ x3.208 
е 48НВ 480.015 х0.02 = 0.0144 ^7 


и 


(8-2-92) 
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当 准 定常 时 间 WEH =0.01 BF, p=0.032; t=0.001 时 ，p=0.0032; 4 ¿=0.1 B$, 
9=0.32。 一 般 上 可 以 实测 而 定 。 


8.3 ”可 压缩 满 流 变质 量 流 管道 


8.2 节 讨论 了 可 压缩 湛 流 等 质量 流 管道 流动 ， 它 的 长 度 一 般 比较 短 。 如 果 在 出 口 压力 不 
变 的 条 件 下 ， 管 道 长 度 超过 等 质量 流 管 长 ， 质 量 流 沿 程 则 逐渐 减少 ， 成 为 变质 量 管道 。 于 是 
提出 流速 在 断面 上 分 布 沿 程 如 何 变 化 ? 管道 通过 的 质量 流 与 管 长 有 何 关系 ? 

根据 等 质量 流 的 讨论 ， 一 切 推出 均 以 出 口 压力 p。 为 依据 。 因 此 ， 等 质量 流 的 长 度 处 的 
压力 是 p。。 所 以 ， 变 质量 的 管道 中 压力 均 为 出 口 处 压力 p。， 即 其 管道 压力 不 会 沿 程 变 化 。 

等 质量 管道 其 长 度 比较 大 ， 一 般 分 为 等 温 与 绝热 两 种 情况 。 等 温 管道 内 压力 、 密 度 均 不 
变 ， 绝 热 的 管道 内 温度 与 密度 变化 。 

本 节 将 讨论 等 温 圆 管 与 绝热 圆 管 的 变质 量 流 ， 以 及 等 温 与 绝热 矩形 管道 的 变质 量 流 运 
动 。 


8.3.1 等 温 四 管道 
流动 情况 、 坐 标 系 与 原点 的 选 定 如 图 8-7 所 示 。 


图 8-7 变质 量 流 管道 段 流动 示意 图 


(1) 运动 物理 控制 方程 与 边界 条 件 
由 式 (4-5-16)， 并 结合 所 讨论 的 问题 ， 为 
ди ү z |[ 1ди\ди [++ 


2. а? 2 
+(1- 2052 +65, гиди] 
ду 


“ar 2\иду!дх '13әх? дуәу? (8-3-1) 
ulz, y)|,-o= Vma (8-3-2) 
— -0 (8-3-3) 
> lyer 
2 
Lulz, у) с (8-3-4) 


(2) 无 因 次 运动 控制 方程 与 边界 条 件 
Ж 
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RP: vd 一 一 等 质量 流 管 段 末端 断面 平均 速度 。 
将 比值 代入 式 (8-3-1)， 各 项 分 别 如 下 : 


x 人 1ди | 1 Yed? U |090 1 VeV% U IU 
2\uaylar 2 \vmUroaY|roax 2 „1 UaYaX 


将 式 (1) 一 式 (5) 代 回 式 (8-3-1)， 得 


Ea 2U , 1 sva %02 UU 
ro 3aX 2 „1 UaraX 


2 
„45%, PU, Yod, 20, tevm з әпи 
°з 200 зүг? „3 Ро 2үзүй 


2U ,1%2U2U_4 ŽU U 2 əU2U 


2 а? 
ReU aX+2UaY3X=-3roaXz+ro(1-9?)ay2+Ka293yo3YaY2 


Re = um 


Ks= Éim 
To 
无 因 次 边界 条 件 : 
U(X, Y)|x-o=1 
aux Y| o 
SY Iya 
U(X, Y)<0 
аү? 
(3) 速度 分 布 
根据 边界 条 件 ， 选 无 因 次 速度 为 


а) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
(8-3-1) 
(8-3-5) 
(8-3-6) 
(8-3-7) 
(8-3-2), 
(8-3-3) 
(8-3-4) 
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U=(1+X) "(2Y - Y°) (8-3-8) 
将 式 (8-3-8) 代 入 式 (8-3-5)， 以 便 确 定 a, HU 
—Re(2Y- Ү?)а(1+ X) tP + y1- Ү)а(1+ X) -ed 


=$w(2Y— Yala +) +X) 0 21-р + Х)7*-4Кр%(1- Y) + X)" 


(8-3-5) 
将 含 Y 项 积分 为 
er - Y2)2dy = fur -4Ү? + Y*)dY = 0.533 (a) 
[а-у = (у- 2) = o.s (b) 
fier - Ү?)аү = [r - £) | = 0.667 (c) 


将 式 (a)， 式 (b)， 式 (c) 代 入 式 (8-3-5)"， 得 
—0.533Rea(1+ Х) 2+0 +0, Svga (1+ X) (tD) 
=0.889а(а +1)(1+ X) “t? -2(1- фб)», (1+ X) ° -2Kpi 1+ X) 727 (8-3-9) 
将 式 (8-3-9) 对 含 (1+X) 的 项 取 对 数 ， 而 v~l, 18 
—0.533Rea(2a +1)In(1 + X) +0.5а(а + 1)1n(1 + X) 


=0.889а(а +1)(а +2)In(1+ X) +2(1— g3)aln(1+ X) +2Кр%2а(1+ X) (d) 
将 式 (d) 除 以 cln(1+ X)， 整 理 为 
0.533Re(2a +1) +0.5(a -1)=0.889(a +2) +2(1- p3) +4Kp3 (e) 
式 (e) 除 以 Re， 则 为 
2 2 
0.5(a+1)_ _0.889(a +2) , 2(1-ọ3) 4Kg3 
1.06ба +0.533 + “总 一 = Re Ey (f) 
RF: 
бї бі, 
£- x (8-3-10) 
代入 式 (f)， 则 
а= -о.з4+ 23145 (8-3-11) 
ro 


式 中 : 上 一 一 洪流 管道 准 定常 流 时 间 ， 一 般 为 0.001 一 0.01s， 具 体 应 实测 而 定 。 
当空 气温 度 为 +: = 30C Bf, v, = 16.56 x 1076 m/s, ro = 0.02m, = 0.01， 则 
式 (8-3-11) 中 
22.514, _22.514х0.01х16.56 0.225 _0.563 
№ 0.4x10 3x10 0.4102 10° 
一 般 情 况 下 ，a 可 以 取 近似 值 < = – 0.34, W 


=0.000563<0.1 (g) 


` 188 > теж&(ж)йл# 


U=(1+X) "*(2Y — Y’) (8-3-12) 
(4) 流量 衰减 与 距离 关系 


š 
Q(z)=xr2u2= 02001 + X) 03 +| (2Y - YYdY 


= (+X) rl +x) (8-3-13) 
式 (8-3-13) 可 以 计算 在 已 知 等 质量 流 条 件 下 ， 确 定 距 离 超 过 等 质量 流 管道 任何 位 置 处 的 流 
Ж. va 是 等 质量 流 管 段 未 端 断面 平均 速度 。 

(5) 边 层 流 界 面 位 置 ( Ya) 


将 断面 平均 速度 代入 式 (8-3-12)， 得 
Foal+ х) 799 G+ X) "M2Ys - ҮЗ) 


=2Ys- YS (8-3-14) 
由 上 式 解 出 
Ys=0.189 (8-3-15) 
(6) 边 层 流 界面 上 涡 旋 强度 与 大 小 
依 式 (8-3-12) 与 涡 旋 定义 可 得 


wl), = 001+ Ж) -034(1- үр) = Za(1+X)-034(1-0.189)=0.811 2d(1+X)-034 
Ут ro ro ro 


(8-3-16) 
涡 旋 直 径 
10» 
d,=2r,=2 8-3-17 
“элд, ечи 


(7) 涡 旋 于 边 层 流 界 面 上 径 向 速度 и; 
依 第 4 章 有 关公 式 ， 结 合 本 节 讨论 问题 ， 涡 旋 径 向 分 速 u, 为 


2 
12и [ови HGQ + хус] 
9. 


ll) 2 
на) yate 
з 24 


2 
= 3>C12v (ro — эв)(0.81) таң хус 
о 


ч, 


Е - 1+х)7%* 
и] =4.866 [эрод кутя (8-3-18) 
ro 


(8) 涡 旋 体积 分 数 p 公式 
依 第 4 章 建立 的 涡 旋 体积 分 数 公式 ， 可 得 
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рек д (8-3-19) 
RH, k 为 实验 系数 。 
现 举例 说 明 公式 应 用 。 
例 8-9 由 空 压 急 引 出 直径 为 0.04m 的 管道 ， 如 图 8-8 AR MAME =40C, EH 
为 10 个 标准 大 气压 ; 管道 进口 处 测 得 压力 为 8 个 标准 大 气压 ， 温 度 为 =35C ;出 口 为 大 
气压 ， 温 度 为 30C， 进 口 处 局 部 阻力 系数 &=0.5。 确 定 /为 150m 时 ， 出 口 处 的 流量 。 


8.8 例 8-9 用 图 


解 ”等 质量 流 管 长 ， 通 过 的 流量 均 在 例 8-1 与 例 8-2 中 计算 出 ，Q,。= 0.504kg/s，L1 = 
34m。 本 题 首先 计算 1, 处 断面 平均 速度 。 由 例 8-1 已 得 速度 分 布 公式 


U=(1+X)009(2R - R?) (a) 
其 平均 速度 
ol+ XS (b) 
| eg 0.063 
ъ= l 1+ 25) = 14.581 х 1701" = 14.581 х 1.598 =22.819m/s 


由 式 (8-3-13) 计 算 1, = 150m 处 出 口 流量 Q 


) -oa = 22. 289 760 


ЕГЕ; 2 

= xr +X = “3.1416(0.02) B 28 02 

Sa SEAME ОНО EION- 0-3 — 23.235 х 0.0004(7501)°* 
=0.00045m°/s 


Q,,= P.Q =9.174x0.00045=0.004kg/s 
原来 流量 Q, = 0.504kgys。 
#18-10 继 例 8-9 题 ， 求 L, 长 之 半 处 边 层 流 界面 上 涡 旋 强度 与 大 小 。 
解 由 式 (8-3-16) 


wl 


pa 1 
20.0093 х 20-775 


22.819 гар 


0.02 


925.316 
16.413 


= 24 -0.34 一 
=>, 0.811 r 1 tX) =0.811 59252 (1+5. 


0.02 


=0.811 х 1140.95(1+ 3750) 934 = 
REER 4.， 式 (8-3-17) 


=56.376°/s 


` 190 - TES CW) 


а =2 [30 -2 [1:656 _ 2 
. ol,-» 1001 56.376 100 


例 8-11 继 例 8-9 题 ， 求 ! 之 半 处 边 层 流 界面 上 涡 旋 径 向 速度 xy =u, HED? 它 的 


X0.171=0.00342m 


涡 旋 体积 分 数 p 为 多 少 ? 
解 首先 求 
ув = Yaro=0.189Xx0.02=0.00378m 
由 式 (8-3-18) 
一 0.34 
и; mut =4.866 |2 xg) s (1 +X) 


ro 


0.34 
0.02 


- 165(0.02 — 0.00378)22. И к 
45866 10*0.02)? 


s 0.165 х 0.0162 х 22.819(1 + 3750) 9% _ 0.061 
=4.866 | 4 =4.866 | es 


=4.866 | 0:061. =4.866 /0-0005=4.866x0.03=0.148m/s 
涡 旋 体积 分 数 p 3- 19) 计 算 。 


E _0.01x3.1416x0.148 _ 0.0046 
?= =i 48x0.02 0.96 


=0.0047 


8.3.2 绝热 加 管道 


绝热 变质 量 流 贺 管道 与 等 温 变 质量 流 贺 管 道 不 同 之 处 ， 是 密度 与 温度 变化 相关 ， 而 密度 
变化 又 与 速度 变化 相 联 。 而 等 温情 况 则 是 密度 不 变 ， 速 度 衰减 是 直接 摩擦 产生 的 。 它 们 共同 
之 点 是 在 变质 量 管道 中 压力 均 为 出 口 处 压 ， 沿 管道 不 变 。 

流动 情况 ， 坐 标 系 选 定 ， 原 点 位 置 与 图 8-8 相同 。 
8.3.2.1 运动 物理 控制 方程 与 边界 条 件 


(1) 动量 方程 
依 式 (4-5-16)， 结 合 本 问题 ， 得 

ju 2 
ЕЕ 《8-3-20) 


(2) 能 量 微分 方程 
绝热 变质 量 流 管道 特点 ， 就 是 沿 管道 有 温度 变化 ， 要 找到 它 的 温度 变化 规律 ， 必 须 引入 
能 量 方程 。 依 式 (4-5-41)， 结 合 本 问题 ， 则 有 
а а? 1 2 и д. а. 
ua e+ т” м zay 2” паи 38) 
-到 + 4 au 1 2 Əu)[4 Pu дид? 
ч), КЕ "a 2°#?” PE vaz t2w бузу? 


(8-3-21) 
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(3) 气体 绝热 条 件 
绝热 条 件 为 
Ра (8-3-22) 
现在 讨论 的 问题 是 绝热 变质 量 流 管道 ， 其 中 压力 p 沿 程 不 变 。 则 它 应 写成 
p= ср = 常数 (8-3-23) 
将 它 代 入 气态 方程 
p= ЕТ (8-3-24) 
ср = рЕТ (8-3-25) 
ат (8-3-26) 
对 < 微分 WA 
Q@- Dp 7292 - ВӘТ (8-3-27) 
(4) 连续 性 方程 
pu=1 (8-3-28) 
p=-u2 (8-3-29) 
а 1а 
“к= ETA (8-3-30) 
边界 条 件 
u(z，3)|。-o= vm (8-3-31) 
диб. y) = (8-3-32) 
у у=, 
Zut adco (8-3-33) 
T(z，y)|。-o= Tma (8-3-34) 


RP: о S EEK FEE; 
Tm 一 一 等 质量 流 管道 末端 断面 上 平均 温度 ; 
R 一 一 气体 常数 。 
8.3.2.2 无 因 次 运动 控制 方程 与 边界 条 件 
取 


将 比值 代入 以 上 方程 与 边界 条 件 。 
动量 方程 : 
S000 ‚зш + 
2 r? родХаҮ әх 2 „2 ОӘҮӘХ 


192. теж(ж)йл%# 


„44% ш, ŽU, U Sp vava 09U9U ; 
1-3 8-3-20 
53 2 "oax l ныне ri ӘҮдү? í } 
У 
им, д 
3 ә? 2、 ŽU 2 2 
Yo дро 2U aU laUaU_ 4 PU, əu2u 
АРЕ 20ә9үәХ 3” axt (1 GO IY? a+ Kag vo aYay? 
(8-3-20) 
能 量 方程 : 
va aU 55402980, ga 2 ру ŽU , 1954, 2U| Одра, ƏU 


ro О ӘХ 2ropoaX! 229900 әХәү*2 ,2 'бәү\„ ӘХ 'ӘХ 


„ммт, #ТЫ), vvs FU 


рабро aK? * ayè] UN 5 3% әх? 
2 
$ voa U| ауы 920, 204 2 əƏU2U А 
Fowl 3 7022 * rs ma? aY ay? (8-3-21) 
全 式 除 以 -34， 则 有 
ro 
33U_ здр, Фф U ,voaU| Uapo әш 
U’ Zx ZRU рәх * 2'°Чәхәү + 23Y|p,3X + aX 
-KT =), ШЕ Н ŽU e 19U| 4 әд? +K auu 
po \ ах? 3 .03X2) 2” UIY|3Reax? “$O ƏYəY2 
(8-3-21)" 
АТ, 
к= —1—4- (8-3-35) 
PdydVmd 
СЛ 
К (8-3-36) 
ro 
气体 绝热 条 件 无 因 次 化 ， 将 有 关 比 值 代入 式 (8-3-27)， 则 有 
pd Vapo_ К.Т; Ro aTo (8-3-27)' 
ropo3X (К -–1)с,рК D coro 9X 
实际 Ro=1, co=1, Ra=R, ca=c, WR(8-3-27) ”可 能 写成 
px-D 9po Тт, 
хк, 1 тах, (8-3-37) 
RH: 
RT, 
к, (8-3-38) 
pa 


连续 性 方程 无 因 次 化 : 
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1aU_ доу 
БЕЗ (8-3-39) 
8.3.2.3 综合 微分 方程 
将 式 (8-3-37) 代 入 式 (8-3-20)” 与 (8-3-21)" 中 。 考 虑 到 式 (8-3-28)， 则 得 动量 方程 : 
aU ml1aUaU 


vo К aToaU 
оу x + FUIYIX 
+h) ЧЫ + kapin 2020 (8-3-40) 
能 量 方程 : 
эт. 3 K. +49T ŽU vı К, ӘТ әр 
ка? ох 2ке IU әх t 2” о ШУ 2тәх tax 
т Pa 4, 2U] 1 1 40090 auu 
= K,U (57.270) ч 3”оәх?] 2P o 20 20. + Kon UŽU) 
(8-3-41) 
无 因 次 边界 条 件 : 
U(X, Y)|x-o=1 (8-3-42) 
augn =0 (8-3-43) 
Y=1 
200.05 (8-3-44) 
T((X, Y)|,.,=1 (8-3-45) 
管道 中 ， 中 心 速度 最 大 ， 温 度 最 低 ， 边 壁 速度 小 温度 高 。 因 此 ， 其 边界 条 件 为 
aTo(X, Y) -0 (8-3-46) 
aY 1 
2 
ил, И (8-3-47) 
8.3.2.4 温度 与 速度 分 布 
根据 边界 条 件 ， 选 无 因 次 速度 为 
U=(1+ X) *(2Y- Y°) (8-3-48) 
根据 边界 条 件 ， 选 无 因 次 温度 为 | 
To=(1+X)(1+ ү?) (8-3-49) 


以 上 两 式 要 利用 动量 方程 (8-3-40) 与 能 量 方程 (8-3-41) 联 合 起 来 确定 a 与 8。 为 此 将 两 式 代 
入 动量 与 能 量 方程 。 首 先 代 入 式 (8-3-40) 


ES 下 + үй — үззу(к — турук (уб? убт 
pa Ү**Зу]- Rea (2Y - Ү?) (1+ X) +0 – vga (1- Y)G +X) 


194. те=&(ж)йл# 


= 和 CCY- Yala + DO+X) —2(1- p3) (1+ X) -4K nll- Y)G + X) “2 


(8-3-40)” 
将 式 中 含 Y 项 积分 
YEA + xy" Gaal [o {4 -H+ +5- 了 jj- (#-1)(2)*7? 


-+ е ме не 


Е -a+ _ -(а+1) 
rh rhaith gh) ]-0-533Real+ X) 7% -0 Swa(1+X) 


=0.889vpa (а +1)(1+ X) (2 -2(1- 983)vo(1+X)-。 -2Kag8vo(1+X)-2 (8-3-40) 
对 式 中 (1+ X) 取 对 数 

YoK78 1 1 1 L 1 1 1 

үтеп Fion {2- rhat rh- G@G- DO" ss k+21k+3 ral] 
е 


= -0.889voa(a +1) (а +2) +2(1— p3)voln(1+ X) +4К,фЗ уза (1+ X) (8-3-40)” 
全 式 除 以 aln(1+ X)， 则 有 

YoK,ß kl 1 1 2-2 БС Кн АКЕ Е 
GD LO (+- перарос ratr ra] 


+0.533Re(2a +1) +0. Svo(a +1) = -0.889v0(a +1)(a +2) +2(1- p3)vo+4Kzp3vo 
(8-3-50) 
式 中 ， 对 于 具体 问题 ， 只 有 a，8 是 未 知 数 ， 也 是 待 求 之 值 。 
Is a s 3-41)， 则 有 


-Кеа(2Ү- Pyara +) tre Feary [(+a)k+a- 月 [24+2( yt+2+ y+) 
+ (k +2)(2) 10ү?! + ү***у]- асана @s*DGQ- Y)QY- Y2)+w 


[а-уа+узоу- укажу a - yy@Y- YG + x) een] 
= К,а + Ү?У(2Ү – Ү?)В(8-1)(1+ Х)#7°7®+2(2Ү- YI)(1+X) 4] + <. aa + DOY- 


ула XD y| Ra- уусу узая х) акыт Yaa] 


(8-3-41) 
进一步 改写 为 


= Ве (16¥*-32Y5+24Y$-8Y7+ Ү®у(1 + х)^Че*® Lre 8 + -Ce -8 
[(2)4+2(Yt+2+ ү***#у-(к+2)(2)#°1(Ү*?? + Ү**Зу]- guoa (1+ X) +D (2Y -3Y? 
YOA vo соусу wu уа yi aT yt, yeta yit] 
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(1+X)8-[eGl+D+D-a(2 立 -3Y2+ YU+ хуг) 
= К,А4[(0Ү- Ү+2ү?– Ү*)8(В8-1)(1+ Х)?*72+2(2ү- Ү?)(1+ Х)#”*] 

+ ща(а +1)(4Ү?-4ү?+ YNOT- 3, [4 (зү -зү?+ Y’) 

(1+X) t -4K ev(1 -2Y + Darw] (8-3-41) 
将 含 Y 项 积分 


—0.404Rea(1+ X) “t? — re A| 


ileer) өөң] 


-{в(&+1)-В8+1] _ -(@е+1) КЕ k 1 1 
а+х) рй tx lolz- rr 


-k (2)*7 ![ 局 5- Iht- үз Ja + x°" latat] 0, 25a(1+ X)- 95) 
=куду[1.058(8-1)(1+ X)? + E+ Ре ]+о,533›а(а +1)(1 + Х)^®е* pvo 
1> АЛШ Е z 
[Heard] (8-3-41) 
对 式 中 (1+ X) 取 对 数 
~0.404Rea(4a + 1)in(1+ X) + Ве [eC +)- eulore 1+ їз) 
оо) (1 trh) Ја + Хх) +0.25фьа(2а + D+ X) 
В 1 1 ї 1 
taialla TT ETT ГЕО са EYE 


(8-[a(1+k)+1])1In(1+ X)+0.25voa(2a +1)ln(1+ X) 
= Куд 1.05808- (8- a -2)in(1+ X) + $ (8—a)in(1+ X) ]—0.533»а(а + 1) 


(2а +1)(1+ X) + ej [22 + )ln(1+ X) + Kevoaln(1+ X) ] (8-3-41)” 
除 以 cln(1+ X)， 则 有 


-0.404Re(4a +1) + ве Eala -pelao L + тї) G + 201 


Ke L 


Фф ey УЕ. 
(rhat r) +o -25ф%(2а +1) + юу ga 


A Ж k-i 
lolh rat үа -к0) 


(тїз-кїз+їз-тїз) e- et a+) +0.25v02a +1) 

= Kaho[1.05p (A= Dp а -2) +40040], 0, 5зз (а + (1+ x) 01D 
ЛЕЗ (8-3-51) 

式 (8-3-51) 只 有 a, p 是 未 知 数 ， 它 与 式 (8-3-50) 联 立 可 以 解 出 a, p, 而 g$, 9 值 在 近似 
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过 程 中 自然 被 去 掉 。 
8.3.3 等 温 矩 形 管道 


坐标 系 与 原点 的 选 定 ， 如 图 8-5 所 示 。 当 定 质量 流 管 长 超过 其 进口 段 后 ， 必 然 有 等 温 或 
绝热 变质 量 流 管道 与 其 衔接 。 此 处 只 讨论 等 温 管道 。 

等 温 变质 量 管道 特点 是 沿 程 压力 、 密 度 、 温 度 均 不 变 ， 只 是 速度 在 壁面 摩擦 力作 用 下 逐 
浙 减少 。 实 际 生产 中 ， 要 提出 多 长 管道 ， 质 量 流 尚 存 多 少 ? 要 回答 这 个 问题 ， 就 需要 找到 速 
度 分 布 ， 其 他 问题 则 均 能 迎刃而解 。 

(1) 运动 控制 方程 与 边界 条 件 

由 于 等 温 的 特点 ， 等 温和 矩 形 管道 变质 量 流 运动 的 控制 方程 ， 只 有 一 个 动 景 微分 方程 ， 依 
式 (4-5-16)， 结 合 本 问题 为 


аш ү [L249u)]o. 
ке Эу taz П27 


4и 2 [аи ‚дш 2 (диди диги) 
=.[ 505-0 ay: t ә, +ву[ е + би (8-3-52) 
边界 条 件 为 
zu(z，3，z)|。-o= vd (8-3-53) 


式 中 ，vd 一 一 进口 段 未 端 断面 平均 速度 ， 它 可 以 用 进口 段 速度 分 布 公式 计算 出 来 ， 在 本 题 
中 是 已 知 的 边界 条 件 : 


ulz, y, z)|,-s=0 (8-3-54) 
ulz, у, z)|.-0=0 (8-3-55) 
Bulz, yz) =0 (8-3-56) 
y ga 
Bulz в) =0 (8-3-57) 
Е z=H 
Pulz, y z)<o (8-3-58) 
ду 
Pulz z 
2 <0 (8-3-59) 
az 


(2) 无 因 次 控制 运动 方程 与 边界 条 件 
为 进行 数学 分 析 ， 必 须 将 方程 与 边界 条 件 无 因 次 化 。 为 此 ， 取 


Z= Z= Жы жы 
н 4H O B Y. o 


将 以 上 比值 代入 运动 方程 与 边界 条 件 


ЕЕ зри Нау ау 

ӘХ 2H UL BY 1 ә2 

4 vava HPU | vav, 22U FU], уаз H\ 2UŽU UŽU 
DE н ot Шу буон ]* нб? (8) 2Yə yi t 02078] 


(8-3-53)' 
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Тала, 


и 则 有 
HaU ,aU 
RU 55+ е8 ay+aZ 
а? H\ ŽU гц H\ 2UŻU əu2U 
El ) [8 | st Z]: Ка? (e Е) 
(8-3-60) 
无 因 次 边界 条 件 ; 
U(X，Y，Z)|z-o=1 (8-3-54) 
U(X, Y, 2)|y-1=0 (8-3-55) 
U(X, Y, Z)|z-0=0 (8-3-56) 
aux D| =o (8-3-57) 
Y=0 
2 =o (8-3-58) 
2=1 
U(X, Y, Z) "1 
r samusa (8-3-59) 
PU(X, Y, 2) , 
а <0 (8-3-60) 
式 中 : 
R = za (8-3-61) 
va 
к,= 589 (8-3-62) 
(3) 速度 分 布 
根据 边界 条 件 ， 选 定 速度 分 布 为 
U=(1+X) "(22-2°)(1- Y’) (8-3-63) 
为 确定 a。， 必 须 将 式 (8-3-63) 代 入 式 (8-3-60) 
кей 50 = - Rea(1 + SI NKC = Z) — Y2)24ZaY 
= 一 0.284Rea(1+ X) 2+0 a) 
HaU 2U) 2U уда H. 2 2 
P аа Eroz-23-a- 90-2] 
= уда їн _ 2° 
“атин [fh BY(22 - Z2)dYdZ 


- ffa - үза - 2)ayaz]] 


` 198 - TES) 3 


"Fases! i-ja noe 8-1) о 


4, ŽU 


条 = неба ®1)(1+ Х)7@*9(27- 2°)(1- Y?) 


04. -tem f f" 2 2 
= Заба + а + ха | Qz- zA - yazdy 


=16,а(а+ уа) «9 (3) 


ма [(8) #Ч+#Ч]=„а-«®[(#)(-э@л-ж)-за- јачу 


= 20 ba+x[[ËB)'oz-z25+a- v], 
=-2G- ра + ху 
[( Н) аг - Z2)4Z + fa - yaY ho 


н)? (4) 


= -wl1- pH)(1+x)-"[(H 


н) 2U?U гиеш] 


Y0K293 引 [| ӘҮдү?* 22972 


snk haro |E (-27)(-2)02z- 2° +2(1- 2)(-2)(1- уу] 
= акаа + l Е - #уйагау - f'a -Da - yazar] 


3 
=4x0.5x0.533voKa93[ ү. -1]а+х)-* 
=1.066vK29 8) -1Ја+ху® (5) 
将 式 (1) 一 式 (5) 代 回 式 (8-3-60)， 则 有 

0.284Rea(1+ X) D + Ly a+ (В) 
H 2 


= 2 E 
=18,,0а ta Xx) DE pax [(Н) +1] 1.066 8,95 


3 
[IE] -а]а+х-® (8-3-61) 
对 (1+ 义 ) 取 对 数 ， 则 有 
0.284Rea(2a + DIn(1+ X)- 卫 woa(a+ DinGl+X)[ 豆 - 引 


2 
=- ula +1) а (а + 2) (1+ Хх) + 4501-8) (Н) +1]ш(ї+х)- 


1.066,к,е (8) раа + хә (8-3-61)” 
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全 式 除 以 aln(1+ X)， 则 有 
0.284Rea (2a +1)- э(е + D| Ё-1) 


lE, lete +D + Ew- b[[E) +1]-2.1327 lE) -1] 


(8-3-61)” 
全 式 除 以 Re， 去 掉 小 量 ， 则 
0.284(2a +1) - 03330(a +1)[#-1) 
2 3 
= -LI (+G +2)+ 1333. a b [[ E) +1]-222%, к, (8) -1] 
(8-3-64) 
2 
Ж ла, ЗНА, ра 004, д 
2 3 5 
0.284(2a +1) = Эше | [(#) -可 (8-3-65) 
4 
¿= - gla [0.284+ 1. тхе н | -1]} (8-3-66) 
Ap: ! 一 一 准 定常 时 间 ， 可 实测 而 定 ， 一 般 在 0.01 一 0.001s 范围 ; 
9 一 一 涡 旋 体积 分 数 ， 一 般 在 0.01 一 0.1 范围 ， 可 以 通过 公式 计算 出 来 。 
近似 处 理 
= 一 人 = —0-485 (8-3-67) 
U=(1+X) "45(2Z-Z2)(1- Y°) (8-3-68) 
(4) 流量 衰减 与 距离 关系 
Q(z)=4HBv= 4HB [за + X) 7948022 - Z2)(1 — Y2)dZ 
= 2HBu (t + xf? Ka - 2°)47(1- Ү?)йү 
=$ HBe + X) es (8-3-69) 


8.3.4 绝热 矩形 管道 


坐标 系 与 原点 的 选 定 ， 如 图 8-5 所 示 。 绝 热 变质 量 管道 的 特点 ， 温 度 会 沿 流程 增加 ， 由 
此 会 引起 密度 的 减少 ， 由 于 压力 不 变 ， 从 能 量 守恒 的 观点 ， 总 的 质量 流 一 定 会 沿 程 逐渐 减 
少 。 
8.3.4.1 运动 控制 方程 与 边界 条 件 

(1) 动量 方程 


‚ 200 · 


TEN) 3 


由 式 (4-5-16)， 结 合 本 节 条 件 ， 为 


v 2p (2u дш) „диш, 


[1 ди ди) ]ёш 


2рдх\ду az ж ду д&!19х 

43u +) 2 (диди ‚диди 
[1 2+(1 一 D|? ә 2] + 693: ayay? * azaz? 
(2) 能 量 方程 


由 式 (3-19-27)， 结合 本 题 ， 可 得 


2ди _и?др ү Pu |, у [аи 
u Jz” 2дх + EE ах 
127. ёт, ет diis- 
2 әу? 3 ах?! 2u 
ВЕ Pu кик (кх, 2. 
дуду? azaz2 
(3) 绝热 条 件 
可 用 式 (8-3-27) 
-1)ok-232 -及 3 工 
-De az= сәт 


(4) 连续 性 方程 
可 用 式 (8-3-30) 


边界 条 件 : 


ибх, у х)1,.0= va 
ибх, у, х)1,-в=0 


ulz, y, х)1,.0=0 


au(z，>，z)| -0 
ду > 
ди(х z ЖУ 
az 0 
Pulz z 
PE. <0 
У 
Pu z 
<0 
3z? 


Т(х, y, z)|.. = Ta 
p(z，?，z)|--o= pu 


Ts。，pa 是 进口 段 末端 断面 上 平均 温度 与 断面 上 平均 密度 。 
8.3.4.2 无 因 次 运动 控制 方程 与 边界 条 件 
为 方程 与 边界 条 件 无 因 次 化 ， 取 


(8-3-70) 


(8-3-71) 


(8-3-72) 
(8-3-73) 
(8-3-74) 


(8-3-75) 


(8-3-76) 


(8-3-77) 


(8-3-78) 


(8-3-79) 
(8-3-80) 
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жы 2- u“ о ы ау £= 
=X” =? 2 ҮЧ ЖЛ» ТТ = 
将 以 上 比值 代入 运动 方程 与 边界 条 件 。 
动量 方程 ; 
v 2o (2u +2) = 1 Yava oo| HƏU , aU а) 
2рдх\ду* әх 2 н рдХ Вәү*ә2 
мач _ 9U 
“əz НО әх 0) 
v» 1{ди ‚ди\ди _ Yavavol HƏU , 2U) 2U (з) 
2и\ду* дє = 2R°U\ BƏY *3Z] 3X 
4, Pu 4540 PU 
3 54 73 p "ax? ш 
+] ә чы ?PU, ги 
a - b [2 a a-v E auru (5) 
2 |дид®и auzu) брід? H)'əau2u әрә? 
убр?г (ауду t azaz] = нэ [| | ӘҮәү? 229211 (6) 
将 式 (1) 一 式 (6) 代 回 式 (8-3-70) 后 ， 得 
yazdxoapo| HaU , 2U ТОД Yava, 1|H2U 2U 2u 
2H'009X B Y + 2Z | * HU әх + >H "U Вәү?ә2 
[а vau492 U ч н}? а?у әу 
E н axt 1° oral at Z] н 
н}?әџә?у, әџә?у ç 
ПА эц autu (8-3-71) 
ища, MA 
laeo| HIU , 2U + Rey 2U HaU ,aU 
2%9Х\Вәү * az) + Ке 20+ 2 ВӘҮ a2 
_4 ŽU U гш 2 [/H\ 2UŻU aUazU 
Е ЦЕ) эү? * Z ]+ Кав (到 Yay + Z] 
(8-3-81) 
以 下 推导 无 因 次 能 量 方程 ， 分 各 单项 计算 : 
3 
ди 05 за 
59-та 2U a) 
_uu2p_ _ viU’9po 0) 
2p3z 2НфдХ 


1 Fu Pu 1vavivoU (ну гц 
2 wu Z+] = 2 н? ?|B3XƏY ƏXZ (3) 


202. теж‹(й)йл# 


[+ ЕЕЕ 2u) „зай (Нә үги Ре au (4) 
2\ay azl\paz әх! 2 н?” BƏY IZ) \ pX ӘХ 
1 En a i)o MT ZT, [Ë e: Te Zn] (5 
pləz 3y? ә?! paH2zpoLaX2 ЖДИ ы 
4 Фи 4и PU (е 
3922 3 Н? "әх? 
2 
-or [2 4 аи _ puristi HaU 2U) ŽU (7) 
2 и\2у Əz|3"əz 3 H° Вәү t 2Z | әх? 
z 2 2 
_ ФЗ у [ди ди диди заи 
2 2 (28.28) "| 3yay?* azaz? 
_ vi 1% HaU ,aU [(# 3aU9U užu] (в) 
=- P ULBar+raZ ayayz 3Z 2Z2 
将 式 (1) 一 式 (8) 代 回 
Жузи 2020390), 1 уй pU[ HZU + FU мм нау +90) Шш, y) 
ӘХ 2H ӘХ * + P 990 Вәхәү + 2X2Z (ag aZ) \ p3X ӘХ 


AF Ë т ‚(н) Z Te], ауа PU ПЕСТЕН 
нн ax? * әү? ә24 3 н әх? 3н U 


(нги ги PU _ vivit зу HƏU ,aU (E) użu auu 


A Те 
Bay+aZzjaxz н 9 О\Вәү*ә2 aYay? 2590] (8-3-72) 


2 
кш, 则 有 


3aU_ 1 Одро, ф H ŽU o| HƏU , 2U) (Одро 
ReU aX-2Re АЙ »ш|эүзү* Жр) + 8 zz) әх T 5x 


=a [Z To (н нету, ёт], а uzu_ 2, 2 HaU ， 2U 
с во Lax? JY? * az? Jt 3U 3x? 3Re? LB aY 1 aZ 


_ Kg АЕ ) uiu, UŽU H3U, әш 


ayYayz 22272 \Вәү*ә2 (8-3:82) 
边界 条 件 : 
U(X, Y, 2)|x-o0=1 (8-3-83) 
U(X, Y, 2)1у.,=0 (8-3-84) 
U(X, Y, 2)|2-0=0 (8-3-85) 
aU(X, Y, 2)| _ 
yy 0 (8-3-86) 
au(x, Y, 2)| _ е6 
57 247% (8-3-87) 
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FU(X, Y, 2) 40 
аү? 
U(x, Y 2) <0 
3z? 
TX, Y, Z)|,-,=1 
P(X, Y, Z)|,-. =1 
绝热 条 件 无 因 次 化 ， 由 式 (8-3-27) 


(K-TD)p(k-2 64200 - Каа ТӘ То 
På HaX caco H ӘХ 


化 简 为 


Ы? әт, 
(K-D) эх" ES „ӘХ 


连续 性 方程 无 因 次 化 ， 由 式 (8-3-29) 


zaU _ _zdpdrJ apo 
Фаро HOX” H Чэх 


以 上 各 式 中 : 


8.3.4.3 速度 与 温度 分 布 
根据 边界 条 件 ， 选 无 因 次 速度 为 
U=(1+X) *(2Z- 22)(1- Y°) 
根据 边界 条 件 ， 选 无 因 次 温度 分 布 为 
To=(1+X)8(1+Y2)(1+2Z2) 
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(8-3-88) 


(8-3-89) 


(8-3-90) 
(8-3-91) 


(8-3-27)” 


(8-3-92) 


(8-3-93) 


(8-3-29) 


(8-3-94) 


(8-3-95) 


(8-3-96) 


(8-3-97) 


(8-3-98) 


(8-3-99) 


(8-3-100) 


将 以 上 两 式 代入 无 因 次 动量 方程 与 无 因 次 能 量 方程 ， 确 定 a，B。 首 先 分 项 代入 式 (8-3-81)。 
хв з-д, 要 利用 式 (8-3-91) 与 连续 方程 进行 处 理 ， 然 后 代入 温度 与 速 


* 204 - теж(ж)йл# 


ЕЛЯ, ЖЖ Ro=1，co= 1。 


1 едо! HIU IU) во К; 1 ?To| HaU aU 
2%9Х\ВӘҮ + aZ] "2 2 1k 19x B aY * 2Z 


= Кру «02 22)(1- Y) 2(1+ X) - 2)01- Ү?)- Ү(22- 22)] 
В(ї+ X) 1+ Ү?)(1+ 22) 
= 00022 ур ууа ZY) YOZ- Z0 + xia- 


алт a-p- руШа-2а-ү)-Ү02-29)] 


(ї+х)#-%+*2-1! 

вд ар 22 (k -1)2 убн (k - 212222] 
[(1-2)(1- Y?) - ү(22 - 22)](1+ x) et- 

= кй + хуно оен - (00-0222 - (k - 1)2' zty? 
+ (k = 1)220722%ү?][(1 - 2)(1 - Y°) - Ү(22 - т 


20-1 22 10-р 
k k+l 3 k 


+(&-12*7® "6а + gea- U 


=-0.064[ (ЕТ 


a) 
ReU 90. - Кеа (22 - Z2)2(1- Y2)2(1+ X) 78% 0 


=- arf faz -42° + Z4)(1 - 2Y? + Y4)dZdy(1+ X) 


= 一 0.285aRe(1+ X) +0 (2) 


>| H2U ги) 
20\Вәү 3Z 


_ (+X) * 
2(1+X) °(2Z- 22)(01- 


1-Z _H_Y 1 xj ] 
= z Ві-ү? 1-5 22- =@- BI 4144 


-v Him= - 0. 693 E (3) 


4, 2U_ 4 
3"0 ax?" 


H 
ү? zl (-2ү)02- 22) +2(1-7)(1- Ү?)] 


+»%@2-2°)(1- Ү?)(а +1)а(1+ X)" 92 
ipl 
= лаба +0а + хут" | oz - Z2)(1 - Y2)dZdY 


=i, latal +X) (e+? (4) 


жеж чканявияа ,205 ` 
ма- b[[B 20 +80 
=ма-ера+ю [E ‹-2)@2-2%)+(-2)(1- v] 
= 2-а ЈН) ол - 2-а - ү®]алау 
=-%а-®а+ю[(#| Јах (5) 


gk Ph [|Ë] р zuzu] 


=ак,а+ [E YGz-222-G-2)G-Y2)] 
= 4Кр» + ху н)? ог - 2} - (1-0) - Y°) Jazay 
=1.066Kzpv (1+ х (Н)? -1] (6) 


将 式 (1) 一 式 (6) 代 回 式 (8-3-28) 


20120-2 a 1y- 1 voKsB (g-aGk+2)-1) 
-0.064[ L kri 3k  t(k-1)2 sasa +X 


=0.285aRe(1+ X) 9870 -0.693v Н 


2 
=0.593voa(a+ D0 +X? -Ena -DE aao 


2 3 Е , 
+1.066к,р (Н) -i]a +207 (8-3-82) 
BRE Re, WA 
ys E | E Dr O 202 M 1 d (g-sG+2)-1) 
-osli + зата ps + 
- 0.693v0H 
- зу. жө 
=0.285a(1+ X) k H 
_ 0.593 -+23 _ 1.333 ， _ 2 [| H) 26 
= 0:392, „(ажан Xe 383,019 (8) јаз 
2 $ = ” 
+ Lsk gs[ (HE) a+ "= (8-3-82) 
0.693vH 


进行 量 级 比较 ， 一 R。 B S1, ~L REAR +X PA 

ШУ 22-2 (下 一 1)24 "1 2 24-2 voK. В 

-0.064[2 22 +#-1) Dla te -e+2) -1 
In(1+ X) +0.285а(2а + DIn(1+X) 


2 
=- 9393. ala + (a 21+ х) +1439 a -o| ËB) +1]дща+х) 


-22r [(E) -1]ша+ x) (8-3-82)” 


* 206 · 工程 素 ( 消 ) 流 力学 
将 式 上 除 以 aln(1+ X), WA 


22° (k= 地 = 22 J] wp К, 
a r hi +G@-1 Я к alk +1) -1]+0.285(2a +1) 
ЕЈ 
(8-3-101) 


进行 量 级 比较 ， 由 v~l, p<1, M Re 很 大 ， 则 可 以 忽略 小 项 


1 6-2 -2 К. 
-000 [2-2 20 + 2 lat -1]хо вда +1) 
= -282 pi [( E) k (8-3-102) 


ERRE а, В, p 是 未 知 数 ， 而 p 以 后 又 可 以 计算 出 来 。 
将 式 (8-3-98) 与 式 (8-3-99) 代 入 能 量 方程 (8-3-82)， 为 计算 方程 ， 以 分 项 进行 。 


1р1 
Reu’ SU = Rea(1 + wem (2Z - Z2)4(1 - ү?у'аүа2 
0 


= Ва(1+ хуа — 62? + 1728 – 242 + 16Z*)( Y° — 4Y5 + 4Y2 + 1)аүй2 


= —0.162Кеа(1+ X) “+9 a) 
_ 工 Rapo- Lpy Кз. ӘТ, 
2 Re „әх TT ZRU -rax 


= -tre a+) *Gz-25G- Үй" a+ a+ Y+ z?) 
-tr fras mmen f fiaz уе 

a- ҮЗ) + Y2)G( + Z2)dYdZ 

=: т Кк + Х)ё- нна 22+kZ2tt 


- iao к + Y2+ Z2 + ү? + 22 

- (2+k)Y2—- (2 + k)Y* – (2+ А)(1 + Y2) Y2Z2]| d Yaz 
1 ВК; B-a(2+k) |, +k „2+0 

-5R 
ве E+ X) |? [Z 

-Z+ PYY? ZY + z — Zt + ZYY- ү274 

+ (2 + k)X Y2Z2 — ZY? - 72*%ү* + Y4Z2)] 

-RLZ + ZHY? + Z + (Q + k)( 222 

+ YSZ + 221 + Ү?уү?]|4үа72 

-re а + xyleen (20°5 1 333 2.221) 


0.533, 1.067) ] , [1.333 
= 0.61602 + £)(0.178 - 0:533 + 1:067) ]_ [1:333 
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r Q+ (238) + 0.533 ] 


+11 4+! б+А 


н ŽU FU 
В ӘХӘҮ ` 3XəZ 


poal + х)у®%ё®[Н(2 - z22yG - үз) + G - 2@z - za- y22] 


РИТ 


pall + хуа Н ату - 422ү + ZY – 472ү? + 423ү? - Z' Y’) 

+22 - 322 – 4Y2Z + Z° + 622° — 2Y2Z2 +27ү* - 3Y°Z2 + yz] 
pall + Sasi f [E Нагу -4Z3Y + Z4Y -4Z2Y3 + 4Z3Y3 — Z473) 

-2Z +322 + 4Y2Z - Z’ -6Y2Z2+2Y2Z3 -2ZY4+3Y4Z2 – yz ]ayaz 


proa (1 + X) 020 [0.134 H - 0.05) 
унар 2U) | U ге әп 


В 22 н 
мнау „ә о) К; ШӘТ, әу 
2\ВӘҮ AI әх *әх 


“(нао ә y) Ks єт, 20 
2 B ayY k-1 ӘХ 2X 


(Н Ks k 3U ӘТ, H2U2U , Ks ,%дТәп ,aU 9U 
Bk-1 ƏYƏəƏX BƏYƏX k-1 ӘХ ax 3ZəX 


vl- нк ва + ху 00] 022 - гуну + үз» 


== 


+ Hoz - Z2)2Y(1 - Y2)(1+ X)-CarD + Æa + XPD 
(22 - 7®)*(1 + Z2)(1- Z)G( - ү?)%*?(1 + ү?) 
= а(1 + XVH – ү?у(1- 2)(22 - Z2)] 
*_H_KsP_ 18-аа+0-0[ 2 _А(2)+ 1 k 
„(: B G - DG + X) ТУ АЕТ. 
2 KCO) -(2a+1) 
-2 600 +i gigh 0133: Н 1+2) 


Bks [8-a(k+D)-1] 
++ x) {H 0-943 - 0.333% 
1 1 
+ (0.192 ~ oil; ka rh +r) 
ГЕ 23 1 1 u Qef 1 _&(2)* 
ЮЛ rat ra ])- Ga +) [ыг 


+ 
Z: НЕЧ 2 _&(2)* Pe 1) 
k+171k+2 5 (6+4) 5+3) 


.207 > 


(2) 


(3) 


(4) 


* 208 - TE (34) 3 


Kh Zn, (m zm, =). кууй әт, (m 25.2) 
Po \ ax? $ Ы ах? аү? az? 


= к, [а + X) p(B — offa + 2®у(1 + Y2)(2Z - Z’) — Ү?удүа2] 


+за + [Ц на + 2)02 - Z2)(1 - ҮЗ)йҮ2 
+ ffa + ү)02 - 2) - Ү*)ауа2 
= Kaho{(1+ X)2-"-28(8- 1)0.273+ 2(1+ х) «[о.з2(8 | +0.543]} 
= Kaho{0.2738(8- DG + Х)#7*7#+2(1+ х)#7“[о.зэә| Н)“ +0.543]} (5) 
ые ышат '®ол-2уа- ү?) 
= Зла + ху [л -= 22)(1- Y2)dY4Z 


=I a (1+ X) G*D=0.593wa(1+ X) "tD (6) 


2 
z 2 = 
-2i НӘШ 2U) = - 4, a+ x) а -2)Ga- Y- Ү(22-2°)] 


" 


- ра + хуа - Z)(1- Y°) - YGZ - 22))4У2 


we 


= раж [+-+)=o (7) 


зу HaU ,aU auu BoR 

-K,p? AHU аш Е а) АЧ 
Е H 

=-к,ф% (1+ X) "атанса! -20)+1-0а-0)] 


[(#|(-2ү)(-2)(22-2%#+2(1- 2)(-2)(1- ү] 


HX. 1- H а 
= -16к,4[ - Ë +1 21018 J Yoz- 22+а-да-уу]а+хәу 
= -16к,ө8201+х)7*[-(8)* =: roz- 22 Нуда үза-2)+(8 

3 za =Z узу 
Үа-2(2-2)+0-#а ш 


= -16к,ф%у а + X)-2[- [-(#|` | arj (2Z - Z2)dZ – gp Ү(1- Y2)dY 


1- ү? 
fa-aaz+ [8] 了 rar|a- DOZ- 2)а2 + Í -ap a- yar] 
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— - 
-H(X eak a(g 3 y? 


ШИГ 


gle |(2- TE 


-2[Z-In(-Z+1)]|1 + [© azl E a 


-16K +0728)" -H+ 人 L-oJo.2) 


-16K eA [0.266 + 3| н)“, +H н'_н Hjar бу 
将 式 (1) 一 式 (8) 代 回 式 (8-3-93)， 则 


= 0.162Rea (1 + 全 -于 Re Esa жютю 


|“ [38517 + ҮЕ ga 1.067) ] 


зж 
1.333, 1 0.533 , 0.533 -tan 
-ph 2+) 6+k ПЕЕ 


н _ [ H KË В-е(®+1)-1[_2 k. 2 

(0.1345 о.о) + vl- Ea pa + о [стт 
1 в _2(2.2* 

fk+3 k+2 5 (к 


ВК, 
но (0.943 ~ 0.333 + (0.198 — 0.8) 


[zs s: K кои ыы ] 


-der0[-1 .24 1 k _2|k.2 
-«а+х)у [с k+2 T k+1 $ k+2 5 а 


|- 0.616(2 + ю(о. 178 - 


- р) ] 0-133 Ea + хуно 


2 
= кул, (0.27388 - ра + X)? + 201+ хее] [0.322( H) + 0.534 ]}+ 0.593voa 


@ + х)°*® -1вк,е%4[о.26в + 2 | E)" +олвз| E] - Hl + xy% Ge-3-104) 
对 式 (8-3-104) 中 的 (1+X) 取 自然 对 数 ， 则 


0.162Rea(4a + 1)їщ(1 + X) - + Re Z K, 


118 = а(2+ k)] 


Ge [sz + 5) as ssp 0.533. 1.067) ] 


3+k 5+k 
1.333 1 0.533 0.533 
= [22282 +1. гате ela so 
= guala + D[0.134 Ë -0.05) (1 + X) -» H [рае +1) 0 


г ЖӨНҮ ТУ ч! k _2(&?.2+__Еь 
Е+2Е+4ТЕ+ЗЁ+2 5\Е+4 [ых 


210. тей‹(ж)жялЛ®# 


voBKs 
k+1 


= 0.133v0(2a + 1)а Б Hi + X) + [8 -a(k +1) – 1] 


1 1 
[ов - 0.3335 + (0.192 — 0.80215 - s + 71] 
*-1[ _1 1 1 
*k'2 үүт МЫ ҮҮ! -113)] Batx) 
ke2 1 k k. 2 
+02 +10 [215-5 +1 3-2 . 


H 2 
= К,А {0.273808 -1)(8 - a - 2)in(1 + X) + 2(8 — al 0. 322| H) + 0.534 1 + х)) 
н нүн 
+ ЦЕ) -Hha,+x 
(8-3-105) 
将 式 (8-3-105) 除 以 (1+ X)， 然 后 全 式 除 Re， 并 进行 数量 级 比较 ， 忽 略 相 对 小 量 ， 


一 0.533voa(a + 1)In(1 + X) + эк, 0.266 + 2(H 


则 
кшн Ti А 
БЫ 0.533 , 1.067 
0 [e эзз[ 1 + +s) 0.616(2 + p) [0.178 - 8 + 987) ] 

1333 1 0.533 9.533) ] уон Ksp е 
[1222 + съ ОЮА -pn 118 - (4+1) - 1] 
[2 E Уер k -2{(+=2- |] 
k+2 k+4 k+3 k+2 k+4 k+3 


te alk +1) - [y LT т.943 - 0.3338 + (0.196 — 0.8) 


(arh r+ 2 er | 


+ 


= кз -—1)(8-а-2)+2(8- в)[.з22[ H)? + 0.534]} 


+ 如 Kg 和 ua 0. 266+ 2(Н)' + 1(4)°- 8] (8-3-106) 
式 (8-3-102) 与 式 (8-3-106) 是 分 别 由 动量 方程 与 能 量 方程 导出 来 的 。 式 中 Re, K,, Ky, 
К, K; 对 于 具体 问题 ， 均 可 以 计算 ， 而 р 涡 旋 体积 分 数 ， 可 以 通过 涡 旋 体 积分 数 公 式 计 
算 ， 则 三 个 未 知 数 a, p, p 可 以 由 三 个 方程 联 立 求解 。 只 要 速度 分 布 公式 得 到 ， 则 其 他 深 
一 层 问题 也 就 迎刃而解 了 。 
8.3.4.4 ”流量 沿 程 衰减 计算 公式 

当 流 量 沿 程 下 降 时 ， 流 量 与 距离 关系 公式 是 必须 解决 的 ， 如 下 : 


Q(z)= 4u,aHB = 4HB(1 + xP az - гуа - Y2)dydaz = SHB(1+ X) "° 
(8-3-107) 
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8.3.4.5 MIRREN 
现在 研究 的 测 流 管道 ， 当 速度 沿 程 下 降 时 ， 总 是 在 一 定 距 离 后 ， 管 道内 变 成 层 流 运动 。 


那么 这 个 长 度 是 多 少 呢 ? 
对 于 圆 形 管道 ， 应 用 公式 为 
2320= 22-27042 (1 +x)“ (8-3-108) 
对 于 非 圆 形 管 道 ， 采 用 水 力 半径 计算 公式 为 
s80= Ёо = 2.НВ(1+ X) “ (8-3-109) 


v 9 (H+B) 


212 · теж(ж)йл# 


жож ”定常 淇 流 边界 层 


本 章 研究 定常 流 不 可 压缩 与 可 压缩 淇 流 边界 层 ， 按 无 压 与 有 压力 变化 平板 边界 层 分 别 讨 
论 。 

分 析 认 为 ， 平 板 边界 层 外 理想 流体 运动 为 一 维 运动 ， 一 维 变化 ; 层 内 为 二 维 变化 ， 一 维 
流动 。 如 图 9-1 所 示 。 


—— 
理想 与 实际 流体 分 界线 


图 9-1 平板 边界 层 示意 图 


本 章 分 为 5 节 : 9.1 推导 定常 层 流 平板 边界 层 厚 度 计算 公 式 ， 目 的 是 旁证 本 章 研究 方法 
的 正确 性 ; 9.2 节 确 定 边界 层 厚度 ， 层 内 速度 分 布 ， 边 层 流 界面 位 置 以 及 其 上 产生 的 涡 旋 强 
度 、 大 小 、 速 度 ， 最 后 得 出 涡 旋 体积 分 数 o; 9.3 节 研 究 定常 流 不 可 压缩 有 压力 变化 水 流 平 
板 边界 层 ; 9.4 节 研 究 定常 可 压缩 无 压力 变化 测 流 平板 边界 层 ; 9.5 节 研究 定常 可 压缩 有 压 
力 变化 油 流 平板 边界 层 。 


9.1 定常 层 流 平 板 边 界 层 


本 节 研 究 无 压 与 有 压力 变化 平板 边界 层 ， 确 定 层 内 速度 分 布 及 边界 层 厚 度 。 
9.1.1 无 压力 变化 层 流 平板 边界 层 


坐标 系 与 原点 选 定 如 图 9-1 所 示 。 
(1) 物理 运动 控制 方程 与 边界 条 件 
动量 方程 : 依 式 (4-1-10) 为 
2 
ENESTE] (9-1-1) 
边界 条 件 : 
ulz, у)1,-0=0 (9-1-2) 
ulz, у), = u (9-1-3) 
ди(х, у) 
ау 


=0 (9-1-4) 
у= (2) 


жой ”定常 灌流 边界 层 + 213 > 
кебе co (9-1-5) 
学 
RP: ve 一 一 边界 层 外 理想 流体 速度 ， 即 来 流速 度 。 
(2) 运动 控制 方程 与 边界 条 件 无 因 次 化 
方法 1 取 
zU, T = x, Кеш =» 
式 中 :一 一 平板 长 度 ; 
6(z) 一 一 理想 流体 与 实际 流体 运动 分 界线 ， 即 边界 层 厚 度 ; 
de 则 有 
aU 
Reu S= [29+ +5) 69 El (9-1-6) 
RH: 
R = 82 (9-1-7) 
U(X, Y)lx- =0 (9-1-8) 
U(X, Y)|y-1=1 (9-1-9) 
RUX Y| -0 (9-1-10) 
Y=1 
Zua, ye 0 (9-1-11) 
方法 2 与 方法 1 取 法 不 同 之 处 是 
[Жаы 02-0, 
将 它们 代入 运动 物理 控制 方程 与 边界 条 件 。 将 不 同 之 处 写 出 : 
а? 2 
ReU =» БЫ Еа (9-1-12) 
U(X, Y)ly-a, =1 (9-1-13) 
шо =0 (9-1-14) 
Y=, 
(3) 确定 边界 层 厚度 8(z) 与 层 内 速度 分 布 
根据 边界 条 件 ， 选 层 内 速度 分 布 为 
U= ŻY- ү?) (9-1-15) 


式 中 : 7 一 一 参 变量 。 
为 定 出 7， 应 将 式 (9-1-5) 代 入 式 (9-1-6)， 则 有 
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TRY -Y= - [Ley- уух но)? а) 


根据 问题 实质 ，” 不 能 为 负 值 ， 故 应 取 正 值 ; ы Х=0Н{, НЯ оо, FAR; ~i MU 
上 式 应 为 


1 1 Н 
Reay- уу (50) (2) 


Pure 


17 Re(2Y - ү?) ө) 


将 了 代入 式 (9-1-15)， 有 
(ii (2Ү-Ү?) alal 


Re(2Y- Y°)?  Re(2Y-Y°) о 
当 Y=1 时 ，U=1， 将 此 条 件 代入 式 (4)， 则 有 
1 2 
4X| 
„lga А 
由 式 (5)， 得 边界 层 厚度 为 
1 
_2Х% 
8(х)= у (9-1-16) 


而 式 (4) 作 为 速度 分 布 ， 则 无 法 满足 3 д 的 条 件 。 所 以 必须 将 式 (9-1-15) 代 入 式 
(9-1-12)， 得 


1 
24А 
10ү ү?) 人 


因为 7 是 参 变量 ， 反 映 流 体 受 力 后 的 运动 强度 ， 将 分 母 中 的 (2Y - Y’) 进行 处 理 ， 对 任 一 
断面 上 均 为 平均 值 ， 即 


è, 
QY- Y2)2= |, eY - үү | 二 -ar+ 本 6 (6) 


dy= 00а, 故 可 近似 为 83， 代入 式 (9-1-17)， 得 


1 
_ 6x2 
17 ад, (7) 
将 式 (7) 代 入 式 (9-1-15)， 得 
工 
БИ Any yis ; ayy Я 
U 5х (2Y- Y°) Raz 2! ү?) (9-1-15) 


要 使 式 (9-1-15) 成 为 层 内 速度 分 布 ， 而 且 满 足 Y= sy BU =1, р ЖЕШ ХЕ 
数 &， 即 
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оте ОУ) (9-1-18) 
二 = 一 一 一 (9-1-19) 
i - 2) 
2 (9-1-20) 
式 (9-1-18) 满 足 边界 条 件 
Ulx-o=0, ҮЛ” Uly-a,=1 


9.1.2 有 压力 变化 层 流 平板 边界 层 


有 压力 变化 层 流 平板 边界 层 ， 一 般 出 现在 具体 设备 上 。 如 图 9-2 所 示 ， 定 水 头 水 箱 引出 
的 收缩 或 扩散 型 的 管 嘴 中 ， 当 雷诺 数 在 层 流 范围 内 。 


理想 与 实际 流体 分 界线 


(а) (b) 
图 9-2 有 压力 变化 定常 流 层 流 平板 边界 层 
9.1.2.1 运动 控制 物理 方程 与 边界 条 件 
(1) 实际 流 区 动量 方程 
依 式 (4-1-10)， 结 合 本 问题 ， 为 
ан. _ Эр (2..0) 


ua pdr + "a+ ay (9-1-21) 

实际 流 区 流体 运动 边界 条 件 : 
zu(z，?)|。-o=0 (9-1-22) 
u(z, y)|,-a(s)=u(z) (9-1-23) 
lead =0 (9-1-24) 

了 э=ё(«) 
Zula, со (9-1-25) 
У 


(2) 理想 流体 运动 区 流体 运动 


216° теж‹(ж)йл# 


动量 方程 ; 
u de (9-1-26) 

边界 条 件 : 

u(z)|,-o =u, (9-1-27) 
压力 只 是 z 的 函数 ， 与 实际 或 理想 流体 运动 无 关 ， 即 

р(х) 1..0 pe (9-1-28) 

9.1.2.2 ”运动 控制 方程 与 边界 条 件 无 因 次 化 

取 


ах, Ү), E=X, rey = Y, рь =» Фер 
u( 工 ) 是 理想 流体 运动 速度 ， 它 只 是 z вав. u(xz，y) 是 实际 流体 运动 速度 ; 1 是 进口 处 
ERE; p 是 进口 处 流体 压力 ; 由 于 是 不 可 压缩 流体 ， 故 v。= 1，po = 1。 将 比值 代入 方 
程 与 边界 条 件 。 


实际 流体 运动 区 : 
әш ар 
ReU 5x = Е ғу 1565), 0 сүт] (9-1-29) 
RH: 
Re= Š (9-1-30) 
Ve 
K, =- (9-1-31) 
раси, 
U(X, Y)|x-o=0 (9-1-32) 
U(X, Y)|y-,, = U(X) (9-1-33) 
WX D| so (9-1-34) 
Y=, 
FU, Yo (9-1-35) 
理想 流体 运动 区 : 
d 
uot = - к, (9-1-36) 
U(X)|x-o=1 (9-1-37) 
RP: 
K,= ĝe (9-1-38) 
Phe 


压力 只 是 х 的 函数 ， 故 
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Po(X)| yo=1 (9-1-39) 
9.1.2.3 ”理想 与 实际 流 区 速度 分 布 关系 


理想 与 实际 流体 分 界线 


图 9-4 两 坐标 系 中 变量 之 间 关 系 示意 图 


进口 断面 流量 
©, = кти, a) 
通过 理想 流体 运动 流 过 断面 上 的 流量 
Qa = x(r,— z'tana — '(z))*u (z) (2) 
通过 实际 流体 运动 区 任 一 断面 上 的 流量 
Q+ = 2x(r, — z'tana)ð' (z) L ue, way (3) 


根据 流量 守恒 原则 ， 则 有 
xr, = x(r, — z'tana — #'(z))*u (z) + xlr,- z'una)#'(z) [° ursy)dy (4) 
х'= тсоза, 8(х)=8'(х)соза, ycosa = y 
将 式 (4) 中 的 (7 — т'тапа -ò (1)? 展开 为 
(т, хапа — 8 (2) =r} + xtara + 8202) 272 tana – 27,8" (2) +228" (zx)tana 


(5) 
将 式 (5) 代 回 式 (4)， 并 将 с г, ИЯ 


туби, = nlr? + zzsinza + seda (z) — 2rrsina — 2r à” (х)зеса + 2z8(z)tana]u (z) 


(=) 
з= zsina)8(z)| u(z,y)dy (6) 


218° таж&(ж)йл+# 


将 式 (6) 无 因 次 化 ， 除 以 1?u.， 并 且 由 于 2 =8y， 则 
R2= (R? + Х2віп?а + ѕесад?, — 2RXsina — 2R8yseca + 2Xôytana) U(X) 
dy 
+(R- Xsina)ðyf U(X, Y)dY (9-1-40) 


9.1.2.4 实际 流体 运动 区 控制 方程 应 用 形式 
因为 压力 变化 只 是 z 的 函数 ， 所 以 将 理想 流体 运动 控制 方程 代入 式 (9-1-29)， 消 掉 含 
压力 变化 项 ， 则 有 


2 2 
Reu? U pge uo, г шх, n,a ux, ү) (9-1-41) 
9.1.2.5 Ee 
根据 边界 条 件 要 求 ， 实 际 流体 运动 区 速度 分 布 为 
U(x, Y)= xoy- Y°) (9-1-42) 
理想 流体 运动 区 速度 分 布 为 
U(X)=1+ Ky- 84) (9-1-43) 


9.1.2.6 确定 参 变量 у 与 边界 层 厚度 $(z) 
将 式 (9-1-42) 与 式 (9-1-43) 代 入 式 (9-1-41)， 得 


1 вероу– Үз Re[1 + тоу IX ову) + „[ -1;0ү- уух? орі) 
(9-1-41) 

Tae Qy - ү = еркт ову) + (a - 00+ w [tr2Y- ү*ух^?+2хї у] 
(9-1-41) 

AF wm=1。 当 X=0 时 ， 将 出 现 c 项 ， 去 掉 ， 合 理化 ， 则 有 

2x2 
1+0.5Re[(28y- 3%) - (2Y - Y2)2] 
将 式 (9-1-42) 与 式 (9-1-43) 代 入 式 (9-1-40)， 则 有 


1 
Е? = (К? + X2?sinza + sec’aðy — 2RXsina – 28узеса +2X8ytana)[1 + 7X? (ðy — 82,)] 


g= (9-1-44) 


1 
+(R – Xsina )nX2 83, (9-1-40) 
R2 = К? + X°sin a + зес'ад% — 2RXsina — 2R8yseca + 2X8ytana + |[ R2 + X2sin2a + 
е 1 1 
sec*aðy — 2RXsina – 2Кдүзеса + 2Х8улапа] Х2 (ду — 8%) + (R — Xsina) X28} 7 
(9-1-40)” 


MAE оза, гъ 可 以 忽略 不 计 ， 则 有 
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_2RXsina — X2sin*a +2(Rseca — Xtana)ðy 


п (9-1-45) 
(8° + Х?зіп?а -2RXsina)X? òy 
由 式 (9-1-44) 及 式 (9-1-45)， 则 有 
2x: _ 2 RXsina — X°sin°a + 2(Rseca — Хапа)ду 
1+0.5Re[(26y - 832 - (2Y — Ү?)?] (К+ Хона -2RXsina) X28y 
(9-1-46) 
利用 边界 条 件 ， 对 式 (9-1-46) 分 析 ， 将 Y= sy， 代 入 式 (9-1-46)， 得 
гд! thane Vat тайне: = Хм)? ER 
(R2+ X2sinza —2RXsina) X28y 
整理 为 
= 2RXsina ~ X°sina -1-46y° 
OY = SIXIR? + Xinia — 2RXsina) — (Rsina — Xtana)] 人 


根据 边界 条 件 要求 ，X =0，6y =0， 而 且 不 能 为 负 值 。 由 此 可 知 当 XX=0 时 ， 则 有 
0 


у= —2Rsina (9-1-46)” 
不 合理 ， 根 据 边界 条 件 要 求 ， 修 正 为 
> 2RXsina ~ X°sin”a Ey 
ду +2[X(R2 Ханга -2RXsina) ~ (Rsina — Xtana)] (41-47) 


式 (9-1-47) 与 式 (9-1-44) 是 两 个 独立 方程 ， 有 了 它们 ， 则 可 以 计算 速度 分 布 。 
9.1.2.7 实际 流体 运动 速度 修正 

根据 边界 条 件 U(X，Y)|y-s, = U(X)， 对 式 (9-1-42) 进 一 步 修正 ， 在 应 用 层 流 运动 
微分 方程 时 ， 当 X=0 时 定 为 U(X，Y) |x-o=0， 这 样 就 得 到 速度 仅 相差 一 个 来 流速 度 u., 
所 以 边界 层 内 的 速度 分 布 应 修正 为 


U(X, Y)=1+ Xi(2Y- YD) (9-1-48) 

例 9-1 如 图 9-5 所 示 ， 一 收缩 形 喷 管 长 /=0.2m， 收 缩 角 a 为 5， 进口 流速 u, = 

0.05m/s， 水 温 :=15 人 CC， 求 喷嘴 出 口 处 边界 层 厚 度 3(z) 为 多 少 ? 出 口 处 边界 层 厚度 之 半 处 
流体 速度 为 多 少 ? 

解 准备 工作 : 水 运动 黏 性 系数 v= 1.007 x 107% 2/5, sin5' = 0.08716, соз5° = 


0.99617, тап5° =0.08741, 1= = 32 =0.2008m, == 0.02 =0.0996 
层 流 运动 判定 


Re=z2- “050-04 105 = 1986<2320 


d 


计算 用 准 数 


* 220 > TES) 3 


T 


图 9-5 例 9-1 用 图 


_0.05x0.2008 、 6_ 
Re= “1.007 у 10% = 9970 

计算 出 口 处 边界 层 #(z) | x-1 处 的 厚度 。 由 式 (9-1-47)， 有 
Б 2RXsina — Х?зіпга 
Y 1+2[X(R2+X?zsinza —2RXsina) — (Rsina — Xtana)] 

2 2x0.0996 x 0.08716 — 0.08716? 

1+ 2L (0.0996? + 0.8716? — 2x 0.0996 x 0.08716) — (0.0996 x 0.08716 — 0.08741) ] 
= 0.00976 
~ 1+2[(0.0099 + 0.0076 — 0.01736) — (0.00868 — 0.08741) ] 


2 0.00976 Н 0.00976 
=1+2[(0.0175- 0.01736) +0.07873] 1 + 2(0.00014 + 0.07873) 
=-_0.00976 _ _0.00976_ _ 0.00976 _ 0084 
1+2Xx<0.07887 —1+0.15774 1.157747 


8(z)|x-í=0.0084x0.2008=0.0017m 
确定 z=1，y = 天 处 的 速度 。 由 式 (9-1-48)， 有 


1 2. 
Ul хер =1+ тоу үу=1+ [s - [2] ]= 1 + 70.0084 - 0.00422) 
yË 


а, 
2 
=1 + 1(0.0084 – 0.0000176) (9-1-48) 
计算 参 变量 7。 由 式 (9-1-44)， 有 
А 2х 
1 1+0.58 [08у 8) — (2Y — Y2)2] 
2 


— 1+0.5>9970[ (2 x0.0084 —0.00842)? — (0.0084 — 0.004222] 
Ж 2 И 2 
1+0.5 Х9970(0.01673° – 0.008382) 1+0.5 х 9970(0.00028 – 0.00007) 


= 2 Va pas sqa y 
=1+0.5x9970x0.00021 ~ 1+1.04685 2.04685 Ü 9771 (9-1-44) 
U=1+0.9771 x 0.00838 (9-1-48 


u = u,(1 + 0.00836) =0.05 x 1.00836 = 0.0504m/s 
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9.2 不 可 压缩 淇 流 无 压力 变化 平板 边界 层 


定常 流 、 无 质量 力 、 不 可 压缩 测 流 无 压力 变化 平板 边界 层 流 动情 况 ， 如 图 9-6 所 示 。 
8(z) 理 想 与 实际 流体 分 界线 


图 9-6 不 可 压缩 江 流 无 压力 变化 平板 边界 层 


9.2.1 运动 控制 方程 与 边界 条 件 


(1) 动量 方程 
依 式 (4-4-11) 并 结合 本 问题 ， 可 得 其 运动 控制 方程 为 


2 а?. ә? 2 
Габ) 0р -1) 19498, 2424) topin 999-6 (9-2-1) 
(2) 边界 条 件 
u(z, y)|z=o=0 (9-2-2) 
y=0 
ulz, y)l yaaa) = ue (9-2-3) 
ди(х, у) =0 (9-2-4) 
ду Б] 
e . 
ст зне (9-2-5) 
(з) 运动 控制 方程 与 边界 条 件 无 因 次 化 
方法 1 取 
&(z，>Y) _ ГЕ жь 
и s =U, 1 =x, Bz) Y x 
将 比值 代入 方程 与 边界 条 件 ， 得 
vo 2 vu, FU 2 ,vuel3aUaU| 1 
2 [a- b р axay (PTD a 1209025 
_ [ики ?van vl], бш 2 L \ әрә? 2 
=» Ë A] р А Г be 9Yay? (02 
ERRU E, WA 


P 
[a oU co- 1) 12U2U] 2 
ala- ar (+? осуде» 


+ 222 - тҥж(ж)йл# 


L |'au2u 
=» (55 (55) eil aYaY’ (2-6) 
Ж: 
Ki= ee (9-2-7) 
U(X, Y)l z-e r= = 0 (9-2-8) 
U(X, Ү)|у.1=1 (9-2-9) 
aux O| =0 (9-2-10) 
24 Y=1 
Zug, Узе 0 (9-2-11) 
方法 2 其 他 比值 同方 法 1, 只 将 六 =Y 代入 方程 与 边界 条 件 
U 2u 
wm[a- e (ei -oiky о 22+ TE) xs ny (9-2-12) 
U(X，Y)|x-oy-o=0 (9-2-13) 
U(x, Y)|y-, "1 (9-2-14) 
9.2.2 确定 边界 层 厚度 5(x) 与 速度 分 布 
根据 边界 条 件 要 求 ， 选 择 速度 分 布 为 
U = qarccotX (2 Y — Y°) (9-2-15) 
этиштик. 将 其 代入 式 (9-2-6)， 得 
=2 š Diao" 
2 2 р 
=2n(2Y - ае] -4Күф3агссо®Х(1- Y)ņ? (9-2-6) 
因为 要 求 边界 层 厚 度 8(z)， 故 取 了 = 1， 则 有 
MF) = (1+ x?) Jax (9-2-16) 
当 X=0 时 ， 出 现 奇 点 ， 去 掉 奇 点 ， 则 改 为 
208 ) -= (1+ х2) апо (9-2-17) 


E E 8(х)ь 
要 确定 边界 层 内 的 速度 分 布 ， 除 以 上 知道 边界 层 厚 度 $(z) 外 ， 还 要 确定 参 变 量 7， 为 
此 ， 将 式 (9-2-15) 代 入 式 (9-2-12)， 得 


таче? 0+ 9090) === (25), а) 
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ŽU , ŽU EP. 
s +20 -2[0у- ууа arccotX Jy (2) 
Koyu. -4K p3arco? X(1- Y) 6) 
将 式 (1) 一 式 (3) 代 回 式 (9-2-12)， 则 有 
2Y- Yat 1- p3) 1 -arcootX 
1= G+ ох (9-2-18) 


4Ki93(arccotX)2(1- Y) 
将 7 代入 式 (9-2-15)， 则 可 以 确定 速度 分 布 ; 但 有 一 个 问题 ， 它 不 满足 边界 条 件 ， 当 Y = 
òy 时 ， 速 度 为 1， 即 来 流速 度 w.。 当 Y= 6y 时 ， 参 变量 7= 7,， 则 为 


2028у- pat l- p 一 arccotX 
和 Уау 1+ З: (9-2-19) 
4Kig3(arccotX)2(1- ду) 
根据 边界 条 件 ，Y = sy 时 U= 1， 确 定 边界 层 速度 分 布 ， 将 式 (9-2-15) 写 成 
U = êqarccotX (2 Y — Y°) (9-2-15) 
当 Y= sy 时 ， 为 
1= £marccot X (28y — 83) (9-2-15)” 
解 出 s， 代 入 式 (9-2-15) ”， 则 得 
š 1 sy 
$£” CarecotX) (C20y — 85) 0952715) 
2Y- ү?) 5. 
U= (әгу-д%) (952520) 
车 将 y 与 的 具体 表达 式 代入 式 (9-2-20)， 则 有 
2. pes =š 一 
Б Rer- Yay +(1 DE arecotX |(1— Y)(2Y - ҮЗ) 
[os- теси аяб ако |a -82y — 3) 


(9-2-21) 
式 (9-2-21) 满 足 边界 条 件 要 求 ， 而 且 当 X=0，Y=0 时 ，U=0; 33 Y=əy BF, U=1, 即 
为 来 流速 度 v.， 而 在 边界 层 内 即 Y< 3y 时 ， 速 度 w< vc。 所 以 它 是 合理 式 。 


9.2.3 边 层 流 厚 度 Yas(x) 
首先 确定 边界 层 内 断面 上 平均 速度 (可 )， 根 据 式 (9-2-20)， TUHAA 
= 2 WS y oa | s. _ 12у 
U 25| eY ruy = 2 1[22 | (1- 2) (9-2-22) 


371 m 2 
将 式 (9-2-22) 代 回 式 (9-2-20)， 则 有 


224° теж(ж#)йл+# 


2 
911-0) =зу,- Y} (a) 
(а), Y, 就 是 对 应 X 处 的 边 层 流 厚度 ， 将 它 解 出 ， 得 


РЯ 
Үь=1- 1-5 


(9-2-23) 
因为 у= s, 它 已 由 式 (9-2-17) 计 算 ， 所 以 边 层 流 厚 Y, 也 是 可 以 计算 的 。 
9.2.4 边 层 流 界面 上 涡 旋 强 度 与 速度 
= E S GR a B 
wr +955 ZE)97 = 2800)020- Ya) = 2 0а- Үз) (9-2-24) 
涡 旋转 向 是 顺 时 针 。 
涡 旋 在 与 流向 垂直 方向 的 速度 u; X 
2 2 = 
РЕ емо, члена J50- у] [E| 2 Я u] 
(аа) р) pY 
_12v(6(z) -yp) т “ 724(8(х) – ув) и(1- Үз) 
=, FPQ mòla}, (1-25) (9-2-25) 
>” а эт 5”). Ë 
涡 旋 直径 
d,=27,=2 |1% (9-2-26) 
в, 
9.2.5 涡 旋 体积 分 数 9 
根据 涡 旋 体积 分 数 p 的 定义 
p- ua (9-2-27) 
9.2.6 公式 计算 表 
公式 计算 表 见 表 9-1. 
% 9-1 
F T 
° — | s= |a Sg] 
0.2 | 1.413 0.043 0.0005 
0.4 | 1.257 0.152 0.006 
0.6 | 1.100 0.248 0.029 
0.8 | 0.942 0.463 0.047 
1.0 0.795 0.630 0.082 
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例 9-2 空气 温度 为 15C ， 流 过 平板 板 长 为 1m， 气 流速 度 80m/s， 求 X=0.8 处 边界 层 
厚度 8(z)， 边 层 流 厚度 ys， 该 断面 边界 层 内 平均 速度 vo， 边 层 流 界面 上 涡 旋 强度 w,-， 直 
径 4,， 及 其 在 垂直 于 壁面 方向 的 速度 w; ， 最 后 确定 该 处 涡 旋 体积 分 数 p 为 多 少 ? 


解 X=0.8， 即 子 =X=0.8，/=1m， 即 z=0.8m 处 。 求 该 断面 上 边界 层 厚 度 (z), 
这 = ү, 2002.4, 由 表 9-1 Æ Х=0.8 А, ду=0.463, Ш 8(z)=0.463m。 
该 断面 上 边 层 流 厚度 у, = Ys， 由 表 9-1 中 查 得 当 X=0.8 Ж Y, = 0.047, ув= 


0.0471 =0.047m。 
该 处 边界 层 内 断面 上 平均 速度 ve 由 式 (9-2-22) 计 算 : 


s= u в, а) (9-2-28) 
0 т 2 3 
表 9-2 
一 LY 
Е һа» ТЕЗ ЫДЫ ШЕ Sy aox Ја- Ya) 
т = х Fr 
Те, тту "е анх Ja- гу) 
z 
0.2 Ja [0.961 (1-3) -1.4126]0.957 
| ™ [0.92(1- e3) -1.383)0.9995 
0.4 了 0.8571- gË) -1.24]0.848 
M [0.731(1- p3) -1.143]0.994 
yt та „10:7141 - 03) -1.063]0.752 
T [0.553(1- p3) 一 0.919]0.971 
ов л _ [0.581(1- 62) -0.88710.537 
m [0.327(1- p3) –0.526]0.953 
Š ль. _[0.45901 — ө) -0.64]0.37_ 
M [0.185(1- 2) -0.363]0.918 


当 X=0.8 处 ， 如 计算 公式 由 表 9-2 查 得 ， 为 


Ia _ [0.581(1 — 3) –0.881]0.537 
m [0.327(1- g3) –0.526]0.953 
ИРМ 所 以 只 能 先 假设 ， 现 设 p=0.1， 则 
_[0.581(1-0. 1-0. 8710.537 -0 вор 
гч [0.327(1- 0.13) -0.526]0.953 
代入 式 (9-2-28)， 得 


2 2 
z вг а). 0.46321, _ 0.463 
vo Sue p 2 (17 3] =80х0.891х 2 (1 3 ) 


. 226 · 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


=80x0.891x0.107x0.846=6.452m/s 
涡 旋 强度 w.- : 由 式 (9-2-24)， 得 


w = Yp)=0.891 x 


80 

0.46301 70-047) 
=0.891 x 172.786 X 0.953 = 146.71гай/з 

涡 旋 直径 d,: МЖ 15C BF, v=14.66x10 m/s, АШ 


10X14.66x10 ° 1-66 
ыа: (22 22 4146.71 -w 1467. 


-i 2X0.0996 _ 0.1999 0.2 
00Y0. 00999 = 100 = 100 210020: .002т = 2тт 


жиналуынан us: 由 式 (9-2-25)， 得 
a _ |72v(6(z)- ya)una(l— Yp)? 
"> alz) d- ду), 


- [ч .66 х 1070.463 — 0.047)80 x 0.891(1- 0.047)? 
0.4632 x 0.4632(1 — 0.463) 


_ /T001055X0.416x80X0.891X0.908 _ [0-000439x80x0.809 
1 0.046x0.537 1 0.0247 
0.0284 = /1-150=1.073m/s 


该 点 处 涡 施 体积 分 数 9: 由 式 (9-2-27)， 得 


_[ 秒 ]rwy _ [$p ]x x 1.073 _ 3.371 =0.152 
P= 480(z) — 48x0.463 22.224 ` ` 


得 到 的 p 与 假设 的 p=0. ка 故 重新 假设 p=0.15， 重 新 计算 。 
ma _10.581(1-0. 15)- 0.881]0.537_ 0.1681 
т [0.327(1-0. 155)- 0.526]0.953 70:19669 


= 0.8546 


vo= и, 1 - s] 8 7 =50 0.8546 X 0.846 х0.107= 0.8546 x 7.242 = 6.189m/s 


x P 
w, maT Yp) = о.в54 х бз Т 


= 0.8546 x 164.665 = 140.723rad/s 
‚ _ |72v(8(z) - ypu- Yp? 


и? = 


x 6(z)267y(1- y) M 


= [21466x 10 0 463-0.047)80(1.—0.047)7x 0.8546 
0.4632 x 0.463°(1— 0.463) 
0.001055 х 0.416 х 80 х 0.908 х 0.8540 _ [0.03188 x 0.8546 
0.046 х 0.537 2 0.0247 


= /1.103=1.05m/s 


(1- 0.047) =0.8546 х 172.786 x 0.953 


0.2 
0. da= 
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_[#]хи; _ xx1.05 _3.2987 
# 48ә(=) 7 48х0.463 22.224 
假设 p =0.15， 结 果 计算 得 p=0.1484~0.15， 可 以 取 p=0.15。 
例 9-3 题目 同 例 9-2， 要 求 给 出 X= 0.8 处 边界 层 内 断面 速度 分 布 曲线 。 
Ж ¿=1m, ду, иш 得 
per- уу NESSA +(1-9 hi 2, -агооХ ](1- Y)(2Y - Y’) 
Гаев, - Ша р #19 х ахих |а -а,у)(2гу - 25) 


U = 


[22Y- e TAa 0.153) 二 号-am0.8]4- yyey- Уу?) 


120.463 
(+ r a олса 
1- Y 


_ber- Ү?)о.276+0.85 =e -0.942](1- NOY- Ү?) 


—0.237 (1) 


7 охо. 463 — 0.463) -aool0.8](1-0.463)C2x0.463-0.463) 


设 Y=0.4 时 


[zc xo.8-0.16)0.276+0.85x] 0-4 -0.942 |(1-о.4)(2х0.4-0.4°) 
20.237 


=-“—, и=77.754п/8 


ТАТҮ 


и =76.026т/з 


同 理 ， 当 Y=0.2 时 ，U =0.4， u =69.114m/ss 当 Y= 0.1 Bf, U = 0.268, и = 46.307 
m/s。 将 结果 绘 出 曲线 ， 如 图 9-7 所 示 。 


9.3 不 可 压缩 洋流 有 压力 变化 平板 边界 层 

问题 发 生 在 类 似 图 9-2 设备 上 ， 当 管 嘴 长 度 比较 短 时 ， 流 体 运动 尚未 达到 充分 发 展 ; 不 
过 现在 是 洪流 边界 层 ， 对 此 处 理 方法 与 层 流 情况 类 似 ， 只 是 运用 油 流 运动 微分 方程 。 
9.3.1 运动 控制 方程 与 边界 条 件 


湛 流 边界 层 内 流体 运动 受 湛 流 运动 微分 方程 控制 ， 其 外 是 理想 流体 运动 区 ， 流 体 运 动 受 
理想 流体 运动 微分 方程 控制 。 

(1) 边界 层 内 流体 运动 区 

依 式 (4-4-11) 并 结合 本 问题 ， 可 得 其 运动 控制 方程 : 


° 228 > теж(ж)йл# 


о > (0.8, у) 


图 9-7 当 X=0.8 处 边界 层 内 速度 分 布 曲线 


К 2 Pu _ 2_,ү1диди]_ [диш и 2 
Уа - рб) а. - Ср 0015898] 4° 
ulz, у)|„-о,›-о=0 


ulz, у), = чобх) 


ди(т, у) 


3 ш 
y y=8(z) 
Pulz, у) 
03722 <0 
(2) 理想 流体 运动 区 
依 流体 力学 可 知 
масе 142 


ao(z)| и, 


z=0,y=0 7 “e 


压力 的 变化 只 与 r 有 关 ， 它 与 理想 和 实际 流体 运动 区 无 关 ， 所 以 它 的 边界 条 件 为 


Р(х, y)|,-o.,-6= Pe 
式 中 ，wu。，p, 一 一 进口 处 流体 压力 与 速度 ; 
uo( 工 ) 一 一 理想 流体 运动 区 流体 运动 速度 。 


9.3.2 ”运动 控制 方程 与 边界 条 件 无 因 次 化 


(1) 边界 层 内 流体 运动 区 
取 


(т, у) _ a pe 
Ee S X 


и. 


将 比值 代入 方程 与 边界 条 件 中 ， 则 有 


(9-3-1) 
(9-3-2) 
(9-3-3) 


(9-3-4) 


(9-3-5) 


(9-3-6) 
(9-3-7) 


(9-3-8) 
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vo 2 L [va PU ,vue19U9U 
2a- edil п ЗҮӘХ* [1 12020] 
22. ар, [улги P vaU], 有 дум? UŽU А 
т ЛЫ ы ЗЕ р әүәүї (9-3-1) 
ешш, диг 
и 21 | FU, 12U2U)__ y dpo ŽU rf #0) 2. aU9U 
2 %7#Эз(гу\эуәх* UIXIY) = к || ӘХ? aV aY? taK ЕЩ] 
(9-3-9) 
式 中 : 
кү=-24- (9-3-10) 
рәм, 
бии, 
Ka=3(7) (9-3-11) 
О(Х, У) 1..0 у-о=0 (9-3-12) 
U(X, Y)|y-, = ОХ) (9-3-13) 
aux O| =o (9-3-14) 
Y=ə, 
2 
шет: (9-3-15) 
(2) 理想 流体 运动 区 
mC = Us(X)， 将 比值 代入 式 (9-3-6) 与 式 (9-3-7)， 有 
utUo(X)dUo(X) _ _p. dpo (9-3-67 
L dX — pol dX TA 
2 
ахиц, WA 
ашу(х) dp 
| а i 一 人 0_ 
оО = "K, dX (9-3-16) 
式 中 ， 
= 
кК;=-=5 (9-3-17) 
рме 
U(X)|,-,=1 (9-3-18) 


9.3.3 建立 流量 守恒 方程 


因 是 不 可 压缩 收缩 管 嘴 ， 流 量 没 各 断面 是 相等 的 。 依 此 可 以 建立 起 理想 流体 运动 区 速度 


* 230 - тей(ж)йл+# 


分 布 与 实际 流体 运动 速度 分 布 之 间 的 关系 式 。 
由 于 边界 层 厚 度 是 倾斜 壁面 变化 的 ， 而 断面 变化 是 水 平方 向 变化 的 。 为 把 两 者 结合 起 
来 ， 将 采用 两 个 坐标 系 ， 如 图 9-8 所 示 。 


6(z) 理 想 与 实际 流体 分 界线 


图 9-8 建立 流量 守恒 方程 用 图 


进口 断面 流量 : 
О,=тги, а) 
通过 理想 流体 运动 区 断面 流量 : 
Qa =x(r,- лапа – #'(z))?2u(z) (2) 
通过 实际 流体 运动 区 断面 上 流量 : 
Qg = 2x(r — tana)8(z) К “(z yay: (3) 


根据 流量 守恒 原则 ， 则 有 
жеди, = x(r, 2 tana = P (z))*u (z) + (о, — z”tana = газ)! исе, ду" (4) 
将 式 (4) 中 (re - z tana - 8 (2)? 展开 
(п, = дапа - '(z))! = r2 + хаша + 8202) -2гд'тапа —2r à” (z) +2278" (z)tana 
` (5) 
INX х'=хтсоза, 0(z)=2"(z)cosa, усоза= у, #Ъ5з5(5)+#5 [15(4) 


ттш, = =[r? + х°зйп°а + ѕеѓад (2) — 2rrsina — 27,8 (т )зеса + 2z0(z)tana Ju (z) 
(z; 
+ (re zsinata |° ray (6) 
将 式 (6) 无 因 次 化 ， 全 式 除 以 аш, MA, oR, ШЖ 
R° = (R2 + X?sinza + зесѓад?, — 2RXsina — 2R8yseca + 2X8ytana) U(X) 


Ei 
+ (R - Xsina)ðy ‚Ох, Y)dY (9-3-19) 
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9.3.4 确定 速度 分 布 


这 里 说 确定 速度 分 布 ， 就 是 确定 理想 流体 运动 区 速度 分 布 、 实 际 流体 运动 区 速度 分 布 。 
首先 根据 边界 条 件 确定 实际 流 区 速度 分 布 为 


U= xiay-Yy2) (9-3-20) 
式 中 ，7 是 待定 参 变量 。 
将 式 (9-3-20) 代 入 式 (9-3-9)， 则 有 


»@-#®дута- уух = вдос) 0000 Haor- уух] 

атк, (js) a- YX (9-3-9)' 

通过 式 (9-3-9)"， 求 理想 流体 运动 区 速度 分 布 ， 为 此 令 Y=1, WA 
dUo(X)2 Е: 2 1 " 
ве 77-001 rla) х (9-3-9) 

1 -1 2 3 
шоо [к ata) хї]+с (а) 
去 掉 当 X =0 速度 造成 无 穷 大 项 ， 则 式 (a) 为 
2 3 

ux) zila) тё нс | 


当 X=0 时 ，Uo(X)=1， 则 C=1， 从 而 


2 
Uo(X)= 5) тх +1 (9-3-21) 


实际 流体 运动 速度 UKX，Y)， 理 想 流体 运动 速度 Uo(X)， 均 如 式 (9-3-20) 与 式 (9-3-21) 
表示 出 来 ; 但 要 应 用 还 必须 知道 与 5(z)， 下 面 就 解决 这 个 问题 。 


9.3.5 理想 流体 与 实际 流体 运动 分 界线 5(x) 


利用 动能 活动 微量 E, 与 损失 能 量 活动 微量 相 平衡 的 原则 ， 求 5(z) 的 表达 式 。 依 图 9-9 
建立 如 下 方程 式 。 


图 9-9 能 量 运动 微量 平衡 示意 图 


тежожялэе 


phazUids= 入 phz Evodz 6) 
1-57-22 (a) 
将 上 式 无 因 次 化 : 
/ 3 Asl àl 
1tY2= fr ү Х бе) 
Ral 
у (2 (2-а e 
ы (4 (а) 
对 式 (g) 分 析 ， 当 XX=0 时 ，Y” =0， 所 以 
АУ 
у(4 (4) х w 
[1 LL { 
ах "4 ^ G) 
积分 ， 得 
Ад. y 
Y= 8n +С G) 
当 X=0 时 ，Y= sr= 8z)=0, 故 C=0， 从 而 
Y=8y=22 АГ уг (9-3-22) 


1 “8% 
9.3.6 确定 参 变量 n 
首先 将 式 (9-3-19) 依 变量 略 小 者 去 掉 ， 有 


1 
R2= [8° + 28y(Xtana — Rseca) — 2RXsina ]U0 (X) + (R — Xsina)ay | U(X, Y)dY 
0 


(9-3-19)' 
将 式 (9-3-21)、 式 (9-3-20)、 式 (9-3-22) 代 入 式 (9-3-19) +, A 
àL Ñ FR 
R= [R + $ апа — Rseca) — 2RXsina | | 起 (a) т +1 
+ (R - Xsina) È 2х оу - Y2)dy (9-3-19)” 
To ° 


整理 为 


3 
2 [R+ 2 L ya z -2RXsina | | -423X2 41+ A(R- ханаў 
rè=[R TEX? (X tana - Rseca) 2RXsina | сз t1+ (Е - Xsina) Хх? 
(9-3-23) 
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由 上 式 可 知 ， 参 变量 у 是 X 的 隐 函 数 ， 不 好 计算 ， 应 采取 在 设 定 X 后 ， 再 设 不 同 7 
值 ， 以 绘 曲线 与 常数 R 相交 的 办 法 解决 。 


9.3.7 理想 与 实际 流体 速度 对 接 


理想 流体 运动 速度 分 布 ， 由 式 (9-2-21) 计 算 ; 实际 流体 运动 速度 分 布 ， 由 式 (9-3-20) 
计算 ; 理想 与 实际 流体 分 界线 8(z)， 由 式 (9-3-22) 计 算 ; SER 7)， 由 式 (9-3-23) 计 算 。 
但 是 有 一 个 问题 还 没有 得 到 解决 ， 就 是 理想 流体 速度 与 实际 流体 运动 速度 ， 在 分 界线 上 应 该 
相等 。 也 就 是 说 ， 边 界 条 件 式 (9-3-13) 还 没有 用 上 。 

因为 理想 流体 运动 控制 微分 方程 与 实际 流体 运动 控制 方程 是 不 一 样 的 ， 由 各 自 导 出 的 速 
度 分 布 是 不 同 的 。 要 想 实现 它们 在 边界 线 上 相等 ， 必 须 利用 式 (9-3-13) 的 条 件 。 

当 在 理想 与 实际 流体 运动 分 界线 3(z) 上 时 ， 则 实际 流体 运动 速度 分 布 式 (9-3-20) 应 为 


UX) = EX? (20y -%) (9-3-24) 
式 中 ，& 是 衔接 系数 。 为 确定 它 ， 将 式 (9-3-20) 代 入 式 (9-3-24)， 得 


3 
AX? 1 erxt(28, -82 76 
Rala j EX? (2ôy - 2%) (9-3-25) 
| 425 ERFA 
= 1 „3. 
E= (звада) Т [х1(2гу-%) (3:26) 


将 式 (9-3-26) 代 入 式 (9-3-20) 


3 2 
4127X2 [22-2 ] 
U(X, Y)= |M + 9-3- 
i ) 3Ra(z)2 L28y- ò% (93227) 


式 (9-3-27) 是 边界 层 内 速度 分 布 具体 计算 公式 。 

在 不 可 压缩 潮流 管 嘴 分 析 过 程 中 ， 首 先是 以 实际 流体 运动 控制 方程 为 主导 ， 而 将 理想 流 
体 速度 Uo(X) 作 为 参 变量 引入 实际 流体 运动 控制 方程 ， 利 用 流量 守恒 原则 ， 首 先导 出 它 的 
具体 计算 公式 (9-3-23)， 最 后 利用 式 (9-3-13) 边 界 条 件 ， 用 实际 流体 运动 速度 分 布 找到 式 
(9-3-27)。 

#194 设 有 一 收缩 形 管 嘴 ， 如 图 9-10 РК, 1 = 0.8m， 收 缩 角 a=3"， 进 口 处 半径 r. 
=0.2m, Ж и, = Sm/s， 水 运动 黏 性 系数 ,=1.141x 10“m?/s， 确 定 管 嘴 长 之 半 处 向 上 速 
度 分 布 。(X = 0.02) 

R 准备 工作 : 

¿= (1 + сапа) =0.8(1 +гап3°) =0.8(1 +0.05241)=0.8X 1.05241 =0.8419 

tana = tan3° = 0.05241 

sina = sin3* = 0.05234 


+ 234 ， TECH) 


=-= Y 
= 7 = 0.8419 702376 
по ғ, – ztana = 0.20.4 Х0.05241=0.2-0.01=0.19 

“d _5x0.8419 36. 6 
Re= Ti4l xl10=3.6x10 
рането 6(z)， 依 式 (9-3-22)(X=0.5 Ж) 

= 0.02 0.8419, (2 0.7088 
202) Ры М 8 X< 0.9 ^9-5 0.0025 x Ü 0.19 x0.25 


EE E A 
计算 X=0.5 处 理想 流体 速度 Uo(X)， 依 式 (9-3-21) 


3 
= |Ë. = /4x0.84192x0.5559 | 
ШОО = (у 17 { 3х3.6х10# 60.0023 1 /0.бивү+1 (a) 
式 中 含有 参 变 量 7， 还 不 能 定量 计算 。 
计算 参 变 量 ?， 依 式 (9-3-23) 


s 
Rss [= + хахаа 一 Rseca) —2RXsina ] 0.01187 +1 + Ёк -Xsina) х? 


(9-3-23) 

0.2376 = [0.23162 + 9:02 x x LBS 520,5 0.05241 -0.5X 1.0014) —2 0.50.2376 

x0.05234] /0-01187 + 1 + 0:02(0,2376-0.5 х0.05234)0:809 x0,5%5) (b) 

0.0565 = [0.0565 + 0.005 x 4.4311 x 0.25(0.0262 — 0.5007) — 0.0124] /0.01187 + 1 + 

0.0017(0.2376 – 0.0262)4.4311 X 0.17687 (by 

0.0565 = [0.0565 + 0.0055 ( — 0.4745) — 0.0124] /0.01187 + 1 + 0.0017 x 0.2114 x 

4.4311X 0.17687 у 

0.0565 = (0.0565 — 0.015) /0.01187 + 1 + 0.000287 Oy 

0.0565=0.0415 /0-01189 +1 + 0.000287 oy” 
近似 处 理 ， 

0.0565 _ 
0.04157 = /0.01187+1 (с) 
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1.8535-1_ ; 
0.0118 ^7 с) 
-3 o 
计算 X=0.5 处 理想 流体 速度 : 将 式 (c) RAR (а) 
ОС) |; = V0.01187+I= V0.0118X72.3+I= 1.3546 
u(z)=u,X1.3546=5X 1.3546 = 6.773т\/з 
计算 X=0.5 处 边界 层 速度 分 布 : 由 式 (9-3-27) 
2Y-Y’ 
U(X, Ү)!х+оз=1.3456Х,,—— „г (d) 
已 知 
a =k L a= 0.02 0809 хо.„5*=0.0025 х 4.431 0.25= 0.0028 (e) 
б А 
н 2ү- ү? 
u(z, I) =u1.3546X- 0028 0.0027 (D) 
近似 处 理 : 
ë X 
u(z, у)14=6.773 5. (в) 
设 不 同 Y， 计 算 结 果 如 下 : 
0.001 


9.4 5JF 2630 КЕ 7) Ж {Б ЖОЛ ТЕ 


2.419 


由 于 可 压缩 流体 密度 p 随 速度 与 温度 变化 ， 所 以 ， 研 究 可 压缩 注 流 无 压力 变化 平板 边 


界 层 、 流 体 运 动 控制 方程 ， 除 动量 方程 外 ， 还 有 能 量 方程 和 气体 状态 方程 。 
9.4.1 运动 控制 方程 与 边界 条 件 


由 于 要 运用 数学 分 析 ， 所 以 ， 必 须 对 所 研究 对 象 ， 选 定 坐标 系 与 原点 ， 如 图 9-11 所 示 。 


理想 流体 运动 区 


«ШЕ. 


图 9-11 坐标 系 与 原点 选 定 示意 图 


а) 动量 方程 


* 236 > IERKGDANY 


依 式 (4-5-16)， 忽 略 分 子 能 量 和 涡 旋 温 度 变化 ， "лир 


и 4 2 Әид?и 
ett a 1528 u [ih sta- tog 2:24] (9-4-1) 
(2) 能 量 方程 
依 式 (4-5-41)， 忽 略 分 子 能 量 和 涡 旋 温度 变化 ， 结 合 本 题 ， 为 

2 әр ү г 2 а 
д-ра ке ти раар) 
Em т 4 Pu) _1 4 2u|4 Žu аид 
=, laz 5) + 4 3” 3z? :)- 2 P 095137 а12 >“ ауду? (9-4-2) 
(3) жета 
ош, = ри = Ж (9-4-3) 
др _ _ Іди 
Pr uðs (9-4-4) 
(4) 气体 状态 方程 
也 = RT， 户 = ВТ 
= pT， 因 压力 为 常数 ， 则 
ər, ¿39 
Tər — РЭ (9-4-5) 
(5) 边 界 条 件 
ulz, y)|z=0=0 (9-4-6) 
y=0 
ulz, у) 1, ао = u (z) (9-4-7) 
диб. v) =0 (9-4-8) 
M y=8(z) 
Zul, Wo (9-4-9) 
y 
当 来 流 温度 T. 比 平板 边 璧 ,高 时 ， 则 边界 条 件 为 
T(z，2?)|--oy-o= T, (9-4-10) 
T(z, 5)|,-a = Te (9-4-11) 
202. 0) =0 (9-4-12) 
y у= 20) 
PT aco (9-4-13) 
y 
T(z, y)|,- = T, (9-4-14) 


867(z) 是 理想 流体 运动 区 与 实际 流体 运动 区 从 温度 角度 划分 的 分 界线 。 
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9.4.2 控制 方程 与 边界 条 件 无 因 次 化 


(1) 无 因 次 质量 守 便 
取 


pe e 
将 比值 代入 式 (9-4-4) 


(2) 气体 状态 方程 无 因 次 化 


(9-4-15) 
取 


其 他 比值 不 变 ， 将 它们 代入 式 (9-4-5) 


2T. _ _. аро. 


ТХ ~ poaX (9-4-16) 
(з) 动量 方程 无 因 次 化 
取 


ры. жа Ka 
(ж,б „^н 


其 他 比值 不 变 ， 将 其 代入 式 (9-4-1)，5(z) 是 理想 流体 运动 区 与 实际 流体 运动 区 分 界线 。 
уш. 1 дф IU и? Әр, Wucvo 1 
SZ) 2 әХәү*109Х* {124 


12U2U 
р 28(z)UaYaX 
vu, [422U L PUJ, булди! 2 L \ auu 
= le- Р baa]: É pinla) 
ri ， 则 为 


ZT (9-4-1) 


уо L дю 9U , py aU , »_1 19U9U 
28(х)рдХӘҮ ӘХ 26(z)UaYy3X 


420 2 әрә? = 
-„[ 355+ а- 0565)" & ӘҮ? к) ?'aYa y: (9-4-1) 
将 式 (9-4-15) 代 入 式 (9-4-1)"， 则 为 
aU_ [42U a 1\20 2(_1 \%әпәш 
а КҮ; 55) ако) aYayz 
(9-4-17) 
RP: 


(9-4-18) 


< 238 > теж‹(ж)йл# 


Ki= 一 (9-4-19) 
U(X，Y)|x-oy-o=0 (9-4-20) 
U(X, Y)|y-i=1 (9-4-21) 
ох 0) =0 (9-4-22) 
Y=1 
Zu, Dco (9-4-23) 
(4) 能 量 方程 无 因 次 化 
取 
Бе. АУРА 
õa) Y 


67r(z) 是 理想 流体 温度 区 与 温度 边界 层 分 界线 ， 或 者 说 它 是 温度 边界 层 厚 度 。 其 他 比值 同 
前 ， 代入 式 (9- 4- 2)， 则 有 


"йл aU _eU?2po , „y ZUL o 1 әй|щ иду, vouta U 
1U әх 2l p03x oyi oU 2XƏYƏ,(z) 201(2)әү\2рьәХ* [1 ӘХ 
САТ, Агату ёт], чу, 4 Фу 12 әу 1 
од Азат, (55) ay? Jt 2 3”U axi 29°” 92 YƏy(z) 
4 vuU + Ч-{ J: auu 2 
Е эз aX: 21(2)) ӘҮзү? (9-4-2) 


全 式 除 以 各 则 有 


Re -Rey 200 + Saf t ju 
ax 20 рәХ* 2'%\8т(х)) © ӘХӘҮ * 267(7)9Y 


ŽU vo l sU ugs 20 
Po?X ӘХ 


тк а), 52]: 3%U gt ера 
ЕЕС (9-4-27 
将 式 (9-4-15) 与 式 (9-4-3) 无 因 次 化 后 ， 代 入 式 (9-4-2)， 则 有 
вала н 
а А о ное 


220. [S 7 
3 ReaX2 “3\6r(z)) ӘҮәдү? 


(9-4-24) 


RH: 
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TX, Y)| yao y-0=1 
To(X，Y)|>-;=1 


этих, Y| -0 
24 Y=1 
ToX, Y)| yao T, 


PTX, Y) z 
әү? 


9.4.3 ”确定 边界 层 内 速度 分 布 


根据 边界 条 件 与 式 (9-4-17) 的 要 求 ， 暂 选 速度 分 布 
U = garccotX (2 Y — Y°) 


+ 239 - 


(9-4-25) 


(9-4-26) 


(9-4-27) 
(9-4-28) 


(9-4-29) 
(9-4-30) 


(9-4-31) 


(9-4-32) 


RF, n 是 参 变量 ; 8(z) 是 边界 层 厚 度 ; Y= Sla 505° 式 (9-4-32) 只 有 确定 ү 与 $(z) 才 可 应 


用 。 
(1) 建立 边界 层 厚度 8(z) 的 计算 公式 


涡流 边界 层 厚 度 是 涡 旋 运 动 所 能 达到 的 极限 位 置 。 由 于 受阻 力 ， 其 运动 速度 逐渐 衰减 ， 


当 到 达 边 界 层 边缘 时 ，v "为 零 。 


根据 物体 运动 阻力 ， 按 雷诺 、 阿 连 、 和 牛顿 三 个 区 进行 计算 ， 首 先 按 雷 诺 区 计算 。 


将 上 式 无 因 次 化 ， 为 此 取 j = Y, (=ч HU, RARO, m, В 


8(х) u 
au*__d, „әу 18v 


(a) 
(b) 


(с) 


(4) 


(е) 


(9-4-33) 


` 240 > IERA 


根据 边界 条 件 ， 选 
О" = Xe "Y (9-4-34) 
代入 式 (9-4-33)， 整 理 为 
уох = Уку (9-4-33) 
因为 要 求 *(z)，Y=1， 则 
аб) 2867 (9-4-35) 
1 


当 to。=0 时 ， 涡 旋 在 边 层 流 界 面 上 产生 ， 而 边 层 流 界面 位 置 如 以 前 有 关 各 节 计 算 应 为 Ys = 
0.183，ys =0.1836(z)。 据 此 ， 式 (9-4-35) 应 该 改 为 


__dtoXe % 
Sd(7)=0.817(1 -KD (9-4-36) 
因为 а, 是 涡 旋 直径 ， 不 易 求 得 ， 故 可 以 将 时 间 无 因 次 化 ， M=, 则 可 得 
_ i Xe" 
9(z)=0 SIQI KO) (9-4-37) 
按 阿 连 区 计算 
3 
о 428. = -1.25x j ирди" [0] 
ри" _ batt __ у2и"1:5 
рг Tesk ps 7:5 4р? 
ә әи" А 
Sr aas 7 (g) 
无 因 次 化 
әу" ds у." Уи" (9-4-38) 
ato (=) ӘҮ “УК; Ж 
RH: 
Ki w 
根据 边界 条 件 ， 将 式 (9-4-34) 代 入 式 (h) 
dXtoe “Y 
èla): Mm G) 
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Е; 
EE d,Xtoe — 
-i 
1-7.5[( 关 | 。 š 
当 t0=0 时 ，6(z)=ys， 则 有 
8(z)= akie’ 


当 无 因 次 化 时 间 时 ， 取 !， 则 有 
ZXtoe "o 
(=)= 


gi 


0.817[1-7.5 


按 牛顿 区 计算 


将 上 式 无 因 次 化 
将 式 (9-4-34) 代 入 ， 整 理 得 
取 Y=1 


引入 to。=0 边界 条 件 
alaja dtoxe。 — 
0.817(1-0.33Xe ") 
同 理 ， 也 可 以 得 
8(z)=—— /Xe 
0.817(1-0.33Xe “) 
(2) 确定 参 变量 (X, Y) 
将 式 (9-4-32) 代 入 式 (9-4-17) 


= Re(arccotX)(2 Y — Y°}? 2_ [4 2x 
1+х? 103+? 


241 ` 


G) 


(9-4-39) 


(9-4-40) 


(k) 


а) 


(9-4-41) 


(т) 


(n) 


(9-4-42) 


(9-4-43) 


уу-у) -2(1- в) ox] 


242 - теж(#)йл+# 


sika | 1 ) 7 2 
wog? (gigy) (1- Ү) g (arceotX) (о) 
式 中 ，vo=1。 化 简 ， 得 


2(1- Dlg a+ Xe)?arecotX - EX(2Y - Y?) 


(X, Ү)= 7 13 > 
Re(2Y - Yarccox -4К pizi) (1- Y)(1 + X2)2(arccotX)? 
(9-4-44) 
当 Y=1 时 ， 则 为 
2a- pha hzi) aox- Sa + yx 
тр Re(arccotX)(1 + X?) (9242452 
近似 处 理 
204° 
о ол у) (+ ХОУ - Удата -4(1+ ХК Ere] (1- Y)arcootX 
т їХ, 1) Re(1 + X? )arcootX 
| (9-4-46) 
综合 分 析 ， 最 后 得 速度 分 布 为 
U=7(X, Y)(2Y- Y?) (9-4-47) 


式 中 ，?7(X，Y) 是 参 变量 ， 由 式 (9-4-46) 计 算 。 

例 9-5 来 流 空气 速度 u, = 80m/s， 温 度 如 = 15SC ， 运 动 黏 性 系数 = 14.66m2/s， 准 
定常 流 时 间 :=0.01s， 板 长 !=1.2m， 确 定 z =0.6 处 断面 速度 分 布 。 

解 计算 准备 工作 : 


K,= Ега 6х80х0.01 
1.2 


Re= = 4 _80х1.2х10% 
m 14.66 


=4 
=6.548 x 10% 


Ў ф=0.15, 23 =0.282, агссо.5 = 0.393. ЖЎШ X = 0.5 处 ， 边 界 层 厚度 dlr), 
由 式 (9-4-43) 


ы [ШЫ -—1.2x0.5x0.011 ° 
0.817(1-0.33X17“) 0.817(1—0.33х0.517%%") 
0.6x0.01x0.99 — _0.00594 -0 0087m 


=0.817(1-0.33x0.5x0.99) 0.684 
计算 X=0.5 处 断面 速度 分 布 ， 由 式 (9-4-46) 
700.5, 0.8) = 
6.548 х 10%(1+0.52)(2х0.8 –0.82)0.393–4(1+0.5)?х4х0. 2512; K (1-0.8) x 0.393? 
6.548 х 10%(1 +0.5°) x 0.393 
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= 0.472 x 6.548 x 105 — 0.054 х 2624132 
0.491x0.548x 10° 
= (3.096 —0.148) x 10 _ 2.948 _ 
3.217 x 10 3.2177.0:916 
и(0.5, 0.8) =80х (0.5, 0.8)(2Y - У?) =80х0.916(2х0.8-0.82) 
= 73.311 х0.96=70.378./5 
3.217 x 10%(2.х 0.6 — 0.6?) – 714331.668 х (1 — 0.6) 
3.217х10° 
_ (2.702 — 0.286) х10° _ 2.416 _ 
3.217105 3.217 0:751 
и(0.5, 0.6)= и,1(0.5, 0.6)(2Y - Ү?) =80х0.751(2х0.6- (0.6)2) =50.467m/s 
3.217х10° х (0.8 — 0.16) – 714331 x (1-0.4) 
3.217х10° 
= (2.059-0.429) x 10f _ 1.63 _ 
3.217 x 105 3.217 70-307 
u(0.5, 0.4) =80х0.507(0.8- 0.16) = 40.56 х 0.64 = 25.958т1/з 
0.2) = 3:217 x 105(0.4 — 0.04) -714331 x (1 — 0.2) _ (—0.572)х10° 
ii 3.217 x 105 3.217 x 10 


000.5, 0.6) = 


00.5, 0.4) = 


700.5, 


и(0.5, 


В 9-12 919-5 5019-6 计算 用 图 


9.4.4 确定 温度 分 布 
设 来 流 温度 大 于 板 面 温度 ， 即 >o We, Ж 


Te= m aQ Y - Y) (9-4-48) 


RH, Yr= ay 67(X) 是 温度 边界 层 厚 度 ; 7 是 参 变量 ， 它 的 计算 公式 与 速度 公式 中 的 
7 形式 一 样 ， 只 是 8(z) 变 为 3r(z)，Y 329 Yr, HD 


+ 244 - 工程 素 (清流 力学 


3 
Re(1+ X2)(2YT- 到 )arecotX 一 4(1+ хк (5) (1- Y7)(arcot X)? 
Re(1+ X? )arccotX 


mX, Y)= 


(9-4-49) 
将 式 (9-4-48) 与 式 (9-4-32) 代 入 式 (9-4-24)， 则 有 
arccot X)? L 2(1-Ү) 
1+X2 + буЛ 1+ X° 
-4K77 (2Y - Y°) 2Y7- Үү? Г 
= 2 гая arceotX i Ee] х]+ spor- ҮЗ). 
XarcctX 1 2_1 2(1-Ү)Г4 120 L \ UŽU 
Ш хау 2P (292ү ү? Rda) aYay2 
因为 目的 是 确定 温度 边界 层 厚度 3r(z)， 所 以 分 别 取 
3(X，Y)= ?7(X，1)=1， 困 (X，YTr)= %(Х, 1)=1, Ү=1, Yr=1, vo=1, Ађ=1, 
则 


-1.5Ке(2Ү- y 


] (-4-24y 


2: 
arccotX _ _ [ 1 х [ 1 | ] 8 XarccotX x 
1.5Re 1+ X° 4K, (rX 1+X dr(z)) ]*3 (1+ X2)2 (9-4-24) 


tax L ) -+sRe вво, 8 x __ K 
ї+Х\ёт(х) 人 1+X2 3(+X2)2 (1+X)3 


4K,X(1+ X°) 
=, | 一 4K3XCGL+X) _ 
8r(z) =! тре (1+ XjarccotX (9-4-50) 


019-6 题目 同 例 9-5， 确 定 X=0.5 处 温度 边界 层 厚 度 87(0.5) 为 多 少 ? 
解 当 温度 1*=15C, 4。=2.55Xx10 7?W/(m*K), p.=1.22kg/m’, v,=14.66m’/s。 
由 式 (9-4-25)， 计 算 


6 6 
K, МТ. _0.0255X (273 + 15) X 10° _7.344х10° - 64.421 
ТУЯ 1.22x4.66x80 0.114x10 


由 式 (9-4-50) 


Е 4х64.421х0.5(1+0.52) _ 161.525 
8100.6) =0.6 J T SRe(1+0.5)0.393 0:6 (5,7910 
=0.6 /0.000021 =0.6 0.0052 = 0.00315 

温度 分 布 计算 公式 为 


(9-4-24)” 


近似 处 理 


To= nr(2Y7 ~ Y) (9-4-51) 


2 3 
Re(1+ Х?)(2Үт- Y% )arccotX —4(1+ ale (1- Yr)(arccotX)? 
Re(1 + X2)arccotX 


和 一 


(9-4-52) 
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t 
To= 0T (9-4-53) 
ЕУ 


9.5 可 压缩 注 流 有 压力 变化 平板 边界 层 


9.5.1 流 场 情况 分 析 


可 压缩 淇 流 有 压力 变化 平板 边界 层 ， 一 般 发 生 在 沿 流程 有 断面 变化 设备 结构 上 。 如 高 压 
气 铅 外 伸 收 缩短 管内 ， 就 会 呈现 这 种 边界 层 。 

短 管 中 心 部 分 是 理想 流体 运动 区 ， 敬 壁面 是 实际 流体 运动 区 ， 
各 自 速度 分 布 不 同 ， 在 交界 面 又 相等 。 从 数学 分 析 上 来 看 ， 两 个 
速度 函数 定义 域 不 同 ， 在 相 衡 接 的 面 上 相等 。 н 

与 速度 场 同 时 存在 的 ， 还 有 温度 场 。 它 分 为 两 个 区 域 : 中 心 To 
区 的 温度 只 是 z 的 函数 ; 边 壁 区 则 是 с, у 的 函数 。 两 者 之 间 也 „ 2 
有 一 个 分 界面 为 57(z)， 也 就 是 温度 边界 层 (т) 1902, y) 
个 温度 函数 有 着 不 同 的 定义 域 。 

从 数学 分 析 角 度 来 看 ， 必 须 首先 找到 速度 边界 层 厚 度 8(z ) 的 图 9.13 “q 
公式 ， 然 后 再 找到 温度 边界 层 厚度 7(z)， 这 样 讨论 问题 时 ， 则 
有 了 定义 域 范围 。 

问题 涉及 的 变量 函数 有 速度 、 温 度 、 压 力 、 准 定常 流 时 间 :、 涡 旋 体积 分 数 p、 速 度 边 
界 层 厚度 3(z)、 温 度 边 界 层 sr(z)， 要 同时 解 得 方程 组 不 够 ， 只 好 将 有 些 问题 暂时 视 为 参 
变量 ， 待 以 后 条 件 具备 时 解决 。 

问题 控制 方程 组 包括 : 动量 方程 ， 能 量 方程 气体 状态 方程 ， 连 续 性 方程 。 

在 解决 问题 过 程 中 ， 要 用 到 双 坐标 系 ， 如 图 9-14 所 示 ， 还 要 遇 到 一 个 函数 两 个 表达 式 ， 
各 有 各 的 应 用 地 方 。 


9.5.2 运动 控制 方程 与 边界 条 件 


(1) 控制 方程 与 边界 条 件 
实际 流体 动量 方程 : 结合 本 问题 ， 依 式 (4-5-16)， 忽 略 分 子 能 量 和 涡 旋 温 度 变 化 ， 则 为 
1, 上 ape3z , ди, 1 |12u)2u 


2”*paray “3r 2” 12u) du 


__1др 42и 2 ы, 2 Juu 
= ТШЕ. tlt 587-8] (9-5-1) 


理想 流体 运动 区 动量 方程 : 


duo__dp 
-上 (9-5-2) 


能 量 方程 : 结合 本 问题 ， 依 式 (4-5-41)， 忽 略 分 子 能 量 、 质 量力 和 涡 旋 温 度 变 化 ， 则 为 


246 · 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


ра) - [= 1Dpe，e D 2u) , заи LDe+ е; э) 


Di\2 рїї 2” Dilay) ` 2ду\ррг 
ётёт 132, 4 Žu 2 1ди|_1д;, 4 Pu диди 
„(+ ay u| -432+ 3” v3 -4 2°?” la -+ 和 azt ayay 
(9-5-3) 
整理 为 
„22u и? др Pu заш и 2o 2u) 


ar 2рдх * т" Эхду* 2ду\рдх'дх 


= 12,4 2 1:2», 13 4 2 аи 
(57 + - paz a 5) - 1з part3” э,1* 26 8505 
(9-5-4) 
质量 守 便 方程 ; 
研究 的 问题 是 喷嘴 收缩 或 膨胀 形 的 ， 因 此 结合 断面 变化 特点 ， 其 形式 为 
рм = pu (r, + тапа)? (9-5-5) 
其 微分 形式 为 
2uptana = (r, £ ztana)?| u 22 + 8%) (9-5-6) 
气体 状态 方程 ; 
p= RpT (9-5-7) 


其 微分 方程， 应 考虑 到 22 =o, 则 有 


ӘТдр,дрәт, ËT ao _ 
aray+aray+pazay+Tazay=0 (9-5-8) 


理想 流体 运动 区 : 
质量 守恒 微分 方程 : 
lap_ _1ди , 
PPS (9-5-5) 
理想 气体 状态 方程 : 
22 в ,21, rše (9-5-67 
边界 层 内 (实际 流体 运动 区 ): 
质量 守恒 微分 方程 : 
19 1 г 12 1 гид n 
69555 + аа 22255 129435 (9-5-7) 
理想 气体 状态 微分 方程 : 
3aTap әрәт, PT а? ， 
5 Әу +P 3z9y 2255 =0 (9-5-8) 
实际 流体 运动 区 速度 与 温度 边界 条 件 : 


ulz, у)\„-о,›-о=0 (9-5-9) 
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ulz, у), y = uo(z) (9-5-10) 
#s(z. x) =0 (9-5-11) 
M y=a(z) 
Zul, 2) о (9-5-12) 
Ж. 
设 来 流 温度 ?> 平板 壁面 温度 10, ВОК 
202, y)|._,,,-6 = t, (9-5-13) 
(т, у) 1-а = t(z) (9-5-14) 
ж, x)|,- =, (9-5-15) 
lz. s) =ë (9-5-16) 
y x=0,(z) 
2 
Ts co (9-5-17) 
y 
p(xz)|,-0=p. . (9-5-17) 
(2) 无 因 次 化 方程 与 边界 条 件 
取 
Жыз]. Ex ОЕ ОИС ЧОРИ Хе s 
u =U, ех, 05° У, рро p= Po + To (ж) Yr 


式 中 ，/! 是 板 长 ; 3$(z) 是 速度 边界 层 厚度 ; 37(z) 是 温度 边界 层 厚 度 ; ve 是 来 流速 度 ; Р, 
是 来 流 压力 ; p 是 来 流 密度 ; to 是 来 流 温度 ; to 是 板 面 温度 。 
将 有 关 比 值 代入 动量 方程 式 (9-5-1) 


l 9 Ы 
L е р Ә0 “u? BA G- (22090 


ri '%8(х)рӘХӘҮ 8(тх)'%\ ШӘҮӘХ 
— А.Дар, ум, [224+ уи. (а =) 0+ Е =] 2 геш] 
Е + É L 3 әх? е r? 1802) # '%әүәдү? 
(9-5-1) 
ахиц ， 则 为 
1, Z 2P 90, pey 2U 4L, re 19090 
2 "08(z)poogX3aY aX * 25(z)UayraX 
=- Kk. 1820,4, ZU [z =] 2 | =) Шеш 
Күрэх t It 0 pd) уу * Кг! yes) үзү? 
(9-5-18) 


式 中 : 
Re= 一 (9-5-19) 


248° теж(ж)йл# 


_ bz. 
му: (9-5-20) 
бги, 
K,=— (9-5-21) 
将 有 关 比 信 代 入 能 量 方程式 (9- 5- 4)， 则 有 
tiyu Lubys ap ури: L PU vue 1 强 [2 织 ， y) 
эх 21V рдХ* 2 [1 8(л)9ХӘҮ' р 20(z)ƏY|o02X IX 
АТА En, (5 yE] парва, as 4 y ŽU 
T pd polax? (802)! əy2] pl po3aX É "3 ax? 
1 zwu - УР. 1 apo КУУ ГЕК А 2e? [ 1 \*әаџә?у 
-2P UYL pro(z)oX p Slaa 1 902) аузу? |(9-5-47 
ша, 则 为 
220. 1p Одра фт PU 1 re ао Шәрә 
ReU gx > Re 003X+ 29(z)9X2Y + 2”08(т)дү ЭХ + ЭХ 
PT, PT, Uap ŽU 1 2vaU 
= 20 0 В|... 0 0 
К, ы, (кез өү] к, * Po TAE ох? 2%°0әү` 
ú re 9po | Yo re ŽU ше] 
[ Ks H(z) pax ZION kalzi) 3Yəy? (9:3722) 
җн: 
3 АТ, (9-5-23) 
раме 
_p 
К, рн (9-5-24) 
к,= 25 (9-5-25) 
pate 
2, 
|= = (9-5-26) 
Te 
理想 流体 运动 区 微分 方程 无 因 次 化 。 W= Uo 其 他 比值 不 变 ， 运 动 微分 方程 : 由 式 
(9-5-2) 可 得 
dU, dp 
duo dbo 
Ооа = E заж (9-5-27) 
质量 守恒 无 因 次 化 方程 。 代 数 方程 : 由 式 (9-5-5) 得 
1=poU(1+ ztana)? (9-5-28) 


微分 形式 : 
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+2tana _12U_ 130 


(1Ftana)? UaX рдХ 09-9529) 
无 因 次 理想 气体 状态 方程 。 代 数 形式 : 
po= poTo (9-5-30) 
微分 形式 : 
ap әт, 
R=- Tee T, 2 (9-5-31) 
aToapo ,apo9To ӘТ КУЛА 
2X3Y + эх зҮ *PoaxaY * To axa? (9-5-32) 


无 因 次 方程 是 解决 问题 的 工具 ， 代 数 式 解决 变量 换 值 ， 微 分 方程 解决 函数 分 布 问题 。 
边界 条 件 无 因 次 化 : 


U(X, Ү)1,.0ү=0=0 (9-5-33) 
U(X, Ү)1у.,= U(X) (9-5-34) 
PUG D| = o (9-5-35) 
Zua, De (9-5-36) 
T(X，Y)|x-oy-o=1 (9-5-37) 
т(х, Уу = T(X) (9-5-38) 
ТХ, Y)ly-o= Tu (9-5-39) 
050) екю (9-5-40) 
Y= 
Tæ De <0 (9-5-41) 
ay? 
p(X) | (9-5-42) 


x=07 
9.5.3 ”确定 流速 分 布 
根据 式 (9-5-28)， 将 动量 方程 式 (9-5-18) 写 成 


re 1aUaU А 40, 4 FU = ( r, ёш 
его Д жоу t PD) әү? 
auu 
td) ƏYayš (9-5-43) 


根据 边界 条 件 选 不 同 的 速度 分 布 ， 分 别 代入 式 (9-5-43)， 确 定 其 中 一 个 合理 的 速度 分 布 
为 


工 3 
U=X2(2Y- Y?) (9-5-44) 
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9.5.4 确定 速度 边界 层 厚 度 6(x) 


将 式 (9-5-44) 代 入 式 (9-5-43)， 并 取 Y=1, нк Уч буй 


ПИ! + 


dU, -3 
2502) + 2 Re™ ReUo ao ARa л: 
ама 
建立 断面 质量 流 守恒 方程 ， 进 口 处 质量 流量 
Ов=ртгїш, (а) 
通过 理想 流体 运动 区 断面 质量 流量 
Qua=rol(r,-z'tana)- 802). (=) (b) 
通过 边界 区 断面 上 质量 流量 
Qu = pu 2x(r, — zsina) W, kay - Yay 
3 1 
=o nlr,- zsina)uA(z)X2 (©) 
рл} = ри т\т, — zsina — д(х))%и(х) + Š pn nlr = zsina)uð()X? (9-5-46) 
无 因 次 化 
2 
1= ЫЕ + X2sinza + [ xa) +2X Elsina -2Xsina -2 aaua 
+ ЕЧ = Xsina) Eyt (9-5-46) 


任 取 一 个 断面 ， 在 理想 流体 运动 区 ， 其 密度 oa 与 进口 处 密度 o, 进行 比较 。 首 先 从 能 量 
守恒 来 看 


bet 了 于 oo = bm + Товч th, (9) 
压力 p. > ра, НИКЕЙ н ug, Hit um >u 
从 质量 守恒 来 看 
pu. = рвияАя (е) 


A 理 CA-， 必 然 v 理 >xeo 
从 气体 状态 方程 来 看 ， 因 为 已 知 T. > T,,( 壁 面 温度 ) 


P: P= 
到 = RT,, = ВТ, f 
pe Pa а Фф 


这 样 ， 只 有 р, 下 降 的 量 值 一 定 小 于 p, 下 降 的 量 值 ， 才 能 保证 T.> Tuo ER p> pmo 
密度 由 p, З ра, Се) Ж, И Е иа, ARER ug 增 大 ， 压 力 下 
降 、 断 面 缩小 、 密 度 变 小 (气体 膨胀)。 


<, 而 只 有 取 1， 才 能 体现 密度 转化 为 速度 的 那 部 分 速度 量 值 。 
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在 同一 个 断面 上 ，z 丸 与 如 有 (边界 层 内 压力 ) 是 一 样 的 。 而 已 知 T, > T， 从 气体 状态 方 
程 来 看 


+_RTa, 2-= Та, Ta>T 
mm S ра F р: 


而 Tg > Tu，p 理 < pao 
ЛЖВ из >и, ЗЕЛИНА оа < оь, ARMERT, рар, KE 


PR Pe, цей - 1。 分 析 结果 则 得 
1= Е + Ха + (xa +2X 人 sina -2Xsine -2 xa ya 
ła- Xsina) ayt (9-5-47) 
因为 &z)<c1，sine<e1， 故 去 掉 相 对 小 量 ， 则 式 (9-5-47) 为 
| аи 
СЕ хапа + 01) (9-5-48) 


说 明 ， 式 中 Xsina 中 的 X 是 参 变量 ，&4z) 也 是 参 变量 ， 它 们 不 参加 微 积分 运算 。 


СЕА -x : ë 
i [ral хами] 
将 式 (a) 代 入 式 (9-5-45) 
Slz)y-2 
L 5 1 3 т, 
2500) +2108 108 arpay * 40-9 b| 5 - Ка? (5) 
(9-5-45)' 
ж[1-:|#®+ xasa] É 简化 为 
[1- 1080 xana) T=[ 1- 402+ xsina 1 (b) 


将 式 (b) 代 入 式 (9-5-45)'， 然 后 全 式 乘 以 14 =) + хола) ], из 


L [=a 425+ ха} ]+1 Re[1- [° G), xana) ] 


= беба Tx M - 2 хана] ае. 


… 252 - теж‹(ж)жл# 


Ë - [2G 20), б 1- Sreiz) [i -4( 22 + xsine]] (9-5-45) 
azrul] w 
ка) акаа = + Xsine| ] 


= -时 人 2 x-#- 二 让 2E) + хама) ]- ba-pa, 


Габе) у, 3 2 ë у z 

[1-4 ж + Xsina ]- к, [1-4 001. Xsna k (9-5-45) 
化 简 并 整理 为 

„$ 3 1 
( -2Re+ BRex - 4х7 1) (22) TRe-2-2ReXsina + ХХ sina) + 
10 3 3 3 
2 
(202)? —[2xsna +301- 820800)? [ +[{а-е®-з(а- хапа 2Кр х]. 
2 
2022.3 k p3 X -зк,р?Х?ыпа =0 (9-5-45)” 
A 


去 掉 式 中 不 合理 项 ， 得 
ИЛ aa) “+ (2ReXsina - tre) (29 


2 
ра E E nas DJA +зк„3 pi X?sina - ФК,р?Х =0 


8(х 


3 
+ [2Xsina +3(1— I ка)" 


(9-5-49) 
将 式 (9-5-49) 写 成 
4 3 " 2 
8082) схава 0.25) 3) + [Xsine + 50 D22) +[ЬЗа- e: 


e 


Xsina + 05k, ix – 037501 #ї›] КӘ) + крб хаа -88k pix =0 
(9-5-49) 
将 式 (9-5-49) 写成 
4 3 2 
aea нај, дај, а osa 
式 中 : 
b= Xsina -0.25 (9-5-51) 
<= 志 [xsina+1. 5(1- Ф3)] (9-5-52) 


2 
а= 11.51-35) Xsna +0.75К,р®Х —0.375(1 р%)] (9-5-53) 
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2 z 
= 起 (1.5KapiX?sina -0.188K293X) (9-5-54) 


式 (9-5-50) 是 含 参 变量 的 四 次 代数 方程 ， 当 给 定 参 变量 后 ， 则 为 常 系数 的 四 次 代数 方程 。 其 
解法 采用 2000 年 5 月 第 八 次 印刷 的 高 等 教育 出 版 社 出 版 的 数学 手册 》 第 90 页 介绍 的 方法 。 
按 该 法 ， 其 四 个 根 为 


8д(х)\% 1 ин т EA 
[= E + (ь+ /ву+в1—4с)© а. |, = ==) „ (I) 
8(х)\* 1 20) -一 汪 =z -| - 
( r, | + 去 (6- /ву+ьї—4‹) a, У J (u) 
AF, y 由 下 式 计 算 
y -0.5cy + (0.2564 – e)y + e(4c - Б?) - d2 = 0 (H) 


例 9-7 由 压气 包 引 出 收缩 喷嘴 ， 如 图 9-13 所 示 。 进 口 半径 r, =0.2m， 收 缩 角 a =3', 
Кеф о 个 标准 大 气压 ， 在 喷嘴 进口 断面 上 测 得 压力 为 8 个 标准 大 气压 ， 温 度 O = 
30C ， 准 定常 流 时间 := 0.01s， 涡 旋 体 积分 数 p =0.15( 暂 设 )， 试 确定 沿 斜 壁 边界 层 厚 度 5 
(z) 的 分 布 规律 。 

解 计算 进口 断面 上 气体 密度 p: 


计算 进口 处 气流 速度 u: аиа usay 


2 
u 
Рв= P to. з (a) 


2 = к 5 
- | (ов ^3 „ RG 801310 =148.94m/s 


计算 进口 处 雷诺 数 : 


ке = “Ze = 148.94Х0.2х 10° 
“су, 16.04 


计算 无 因 次 数 K，， 由 式 (9-5-21) 
„Évá _6х148.94 0.01 
r, 0.2 
34 X 取 确 定 值 时 ， 计 算 6，c，d，e 各 值 。 当 X=0.02 时 
b= Xsina – 0.25=0.02 х0.05241-0.25= -0.227 


=1.856x 10° 


=45 


с = [Xsina +1. 5(1-е $)]= +[0.02x0.05241+1.5(1-0. 155)] 


1. ET 
=0.581х107% 


2 2 2, 
а =u. 5(1- ф3) Хвіпа +0.75K,@3 —0.375(1- ф3)] 


1.5(1—0.152 x0.02x0.5241 + 0,75 450.159 -0.375(1 -0.15% 
т осш с ‹ N 
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=5.00214x10 ` 
1 2 va2 3 
e = р(1.5К,р3 X’sina 一 0.188K293X) 
н а > 
=—1—(1.5х45х0.159 x 0,022 x 0.05241— 0.188 х 45 х 0.153 х0.02) 
1.856 x 10' 
=0.00011x10 ` -0.0257 x 10 $= - 0.0256 x 10" 
应 用 式 ( 亚 ) 计 算 > 8; 
y -0.5cy + (0.2554 — e)y + e(4c — b?) - d2=0 
у*-0.50.581х107%у®+ [0.25 х ( — 0.227) х0.104х 107% +0.0256 х107%]у 


-0.0256 х107%[4 х 0.581 х 107% ( - 0.227)°] - (0.104х107%)%=0 (H) 
去 掉 相 对 小 量 
у? -0.2905 х 107%? +0.0197х 107% –0.0595х107%=0 (Шш) 
HAAA 


0.2905 x 1076y? =0.0197х 107% 


故 简化 为 
у? = 0.0595 х107° 


у =0.003992+0.004 
将 у= 0.004 代入 式 (IT) 


8(ж)\?* 1 
2 ) + [ -0.227- /Sx0.004+ (0.227) —4х0.581х10-°) 


т, 2 
(- 0.227) x0.004- 0.104 x 107É )- ay 
/вхо.оо4 + (0.227)? —4x0.581x 10 "Š 
—0.00091 


zj? L /T0835) 2C2) = 
| re | + 2(0.227 ~ /0:0835) Ё + (0.004 0.0835 | 0 w 


2 
(x2) -0.258-Ž +0.00714=0 ay 


+ [0.004 - 


= 2 _ 一 
aa) _ 0.258 0.258 4x 0.00714 _0.258 0.1950. 0315 
e 


6(z)=0.2x0.0315=0.0063m 
当 X 取 不 同 值 时 ， 分 别 进行 计算 3(z) 厚 度 ， 列 入 表 9-3。 


表 9-3 6(x) 厚 度 计算 结果 
x 0.02 0.05 0.1 0.5 1.0 2.0 3.0 4.0 
8(z)Mm 0.0063 0.0023 0.0024 0.0003 0.0061 0.6090 0.0097 无 值 


结论 ”依据 反映 具体 流动 状态 的 准 数 Re，K2，9?， 可 以 计算 出 对 应 的 边界 层 厚 度 S(z) 
分 布 ; 边界 层 厚度 是 起 伏 波浪 式 曲面 ;喷嘴 长 度 有 一 定 限制 ， 应 在 三 <4 范围 ， 超 出 此 限 ， 
它 已 不 是 喷嘴 ， 此 法 计算 失效 。 
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9.5.5 确定 温度 分 布 


因为 流体 运动 速度 是 影响 推动 其 他 物理 量变 化 的 决定 性 的 因素 。 既 然 流 场 分 为 理想 流体 
与 实际 流体 ， 则 温度 场 也 应 分 为 理想 流体 运动 区 温度 分 布 与 实际 流体 运动 区 温度 分 布 。 

(1) 理想 流体 运动 区 温度 分 布 

要 找 温度 分 布 ， 必 须 由 含 温 度 的 微分 方程 来 完成 。 关 键 是 建立 理想 流体 运动 区 温度 微分 
方程 。 

将 式 (9-5-28) 代 入 式 (9-5-27) 

ай, К,а а 
оо = aX KC- Хева)? Uo qX (9-5-55) 


将 理想 气体 无 因 次 状态 方程 (9-5-30) 对 X 微分 


4 ат, d 
p+ To (9-5-56) 
因为 
dpo_ 4 1 ыыр d {1)_. 1 аш, 
ах “aX | 0,01 - Xsina "сык! $)- халатах (9-5-57) 
代入 式 (9-5-56) 
dpo_ 1 —_ а-а) 
| UodX ` U; dX (5559) 
代入 式 (9-5-55) 
4% _ _ g |dTo_TodUo $ 
Ua qx" K| ах U, ax] (93:36) 
代入 式 (9-5-55) 
dT _ TodU,_ UodU, 
dX фах ` K, dX (9-5-59) 
将 理想 速度 式 (9-5-48) 代 入 式 (9-5-59) 
ат, о.з 20071 0.3 20х74 
+ То £ i (9-5-60) 
ax: 1-0.6 X2x? [1-2( 22+ хз |] 
这 是 温度 在 理想 流体 运动 区 变化 控制 微分 方程 。 将 它 写 成 下 式 
т, > 5 
Ту + РООТ,= Q(X) (9-5-60) 


式 中 : 
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0.3 гу J í 
Q(X) =x? (a) 
1 2 + xsina) T 
这 是 非 齐 次 一 阶 线性 微分 方程 ， 其 解 公式 为 
т, = gazi [c+ ecoe бах] (9-5-61) 


计算 


х? 
[РООах = | Е. x = aj- x qx 


因为 dX= ax aah, 代入 上 积分 ， 则 


араб fas) - 2af aa) T=-24 .二 In(1 - 2aX2) =- In(1 — 2aX2) 


1-2аХ? - 2ax? 
将 其 代入 式 (9-5-61)， 则 有 
А А 
ЕЕ КОЗЕ 
ту = а + Qc)e ax] (9-5-61)' 
计算 
—м1-ех?) -4 асаах) -müa-2a Ё 
эй ах = [хе ax = 21| a(x?) ~ 27 
А aX: 1 
Í =27| оар 10а? 
1 + In(1 ~ 2aX2) аса 1 - зах? 
1 
1-2aX? +1 


1 
-2| ахі : -Í ах? axa) 
—3aX2 `1-3аХ? 
£ 
1 
== 2 (01 - зах?) - [XÉ + bml -зах?)]) (b) 
将 其 代入 式 (9-5-61)"， 则 有 


ВЕ : 1 + 
T = «972% (с, +2 2а -зах®)- 22 ]) (9-5-62) 
AF: 


a=0.3 гш) (с) 
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о.з 202) 
р [:-2| 2+ xsina) Ї Б 
根据 边界 条 件 ，X=0，To=1， 则 Cl =1， 从 而 
туо [Za -3axb - х0) (9-5-62)' 


019.8 题 意 同 例 9-7 所 述 ， 此 处 只 求 X=0.5，X=2 两 断面 上 理想 流体 运动 区 温度 各 
为 多 少 ? 


解 由 例 9-7 可知， 当 X=0.5 时， a) = 0.0117; X=2 Bf, 802) = 0.0452。 依 此 
计算 


1 1 
In(1-2aX?) _ In(1-2X0.3X0.0117X0.52) _ In(1-0.005) _ 0.995 , -0.005 
e =e =e =е =; 


кые те 
= т.005 90-995 
0.3 X 


„= : Уд 0.3х0.0117 
= 5= -一 ; 
[:-2[# = xsina] ] [1-2(0.0117 +0.5 х0.05234)] 
e 


=—0.00351 _ _ 0.00351 _ 
= = =0.0041 
(1-0.0757)? 0.8543 
2 2 


k SPOE E 


3a —9х0.3х0:0117 ` 0.0316 7 63:3112 


In(1— ах?) =ln(1-3x0.3 X0.0117(0.5)2) =ln(1-0.0074) = — 0.0074 
将 以 上 值 代入 式 (9-5-62)” 


азах 1 1 
т, =," от 2аща1-зах®)-Х]) 


=0.995(1 +2х0.0041[63.3112х (0.0074) -0.20л7) 
=0.995(1 — 2 х 0.0041 х 0.7042) = 0.995 X 0.99423 = 0.9883 


= 
Т,=7-=0.9883 
Т = (273 +30) x 0.9883 = 299.455 
щх=2 
1 
In(1~2aX?) _ (1-2х0.3х0.0452/2) _ 0.9616 0.03921 
е =е = =1 = 工 亿 =0.9612 
0.3X0.0452 0.0136 
= = =0.0179 
3 [1-2(0.0452+2х0.05234)]2 0.76 


本 


9a 9х0.3х0.0452— 0.1224 16-388 
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In(1 - 3aX2) =ш(1-30.30.0452./5) = In(1 —0.0575) = -0.0592 
将 以 上 各 值 代入 式 (9-5-62)， 则 为 


o =0. 9612(1+2х0. 0179[16. 388 x ( – 0.0592) – 上 142) 


=0.9612[1 +0.0358 х ( —1.4416)] = 0.9612 x (1 - 0.0516) 
=0.9612 х 0.9484 =0.9116 
Т =303х0.9116=276.2148'К 
(2) 边 界 层 内 温度 分 布 
已 设 来 流 温度 i > 壁面 温度 tw。 根据 边界 条 件 ， 及 其 受 流体 运动 速度 分 布 影 响 ， 选 择 
边界 层 内 温度 分 布 为 


T=1-X'QYr- YD (9-5-63) 
式 中 ， Yr=s (> 67(z) 是 温度 边界 层 厚 度 ; a 是 待定 指数 。 确 定 边界 层 内 温度 分 布 就 是 
确定 67(z) 与 a。 
Q@ 确定 a 值 。 


将 质量 守恒 式 (9-5-30) 代 入 式 (9-5-32)， 则 气态 方程 为 


225ү s) т. ozrl =° (9-5-32) 
将 上 式 展开 后 整理 为 
(атау атаи, ŽU | әт, 2 әџәу (9.3.64) 
О\әүәх *әхәү*әүәх! axaY™ U2aYaX 
RP: 
t — t, 
Ta Th (9-5-65) 


将 速度 分 布 式 (9-5-44) 与 温度 分 布 式 (9-5-63) 代 入 式 (9-5-64) 
1 


І š 
Х?(2Ү- Ү?) 


[-х(-3 y) lx jQy- үй) -ax 2Y,- үюхї(2-®ү?) + 


12-32) (2-36) + 2 х (2-34) 1х7 ov- yi) 
Х(2Ү- Y?) 
(9-5-64) 
将 Y=1，Yr=1 代 入 式 (9-5-64) ， 整 理 后 为 
х*= -0.5 (9-5-64)” 
取 自然 对 数 
alnX = -ln0.5=0.693 (9-5-64)” 
=0:693 (9-5-64)” 


InX 
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a 应 是 常数 ， 与 X 无 关 ， 可 当 X-0, In0— о, 34 X=1, п1=0,‚, a= co， 均 不 合理 。 也 

就 是 说 ， 由 该 式 取得 a 5 X 无 关 无 法 实现 。 说 明 以 前 选 的 温度 分 布 不 合理 ， 应 改选 为 
T=1-X(2Yr- Yk!) (9-5-66) 

将 式 (9-5-66) 与 式 (9-5-49) 代 入 式 (9-5-64) 

— [-x(2-2.15Y;" )+ Xiaoy- yd -atey зух (2-3) 

X2(27- Y°) 

+1 Щ2-Фү?)] 

2 2 


= ахо лз) 2-02-31) txer- vb] GY 
Х(2ү-ү?)? 
将 Y=1，Yr=1 代入 上 式 ， 整 理 后 为 
РЕ 8 РӘ 1 “4 И 5 m 5 
0.075X 2 -0.5аХ" 2+0.25Х 2 =0.15аХ* 2 +0.05Х 2 (а) 
-1 -1 
(0.075 —0.65а)Х* 2 =0.25Х 2 (a)” 
(0.075 –0.65а) Х* =0.25 (а)” 
取 对 数 
In(0.075—0.65a) + InX* =ln0.25 (a)” 
—In(0.65a) + 1nX° = 150.25 – In0.075 – Ina + InX° =1п0.25 – In0.075 + In0.65 
= In(0.25X0.65) -la0.075= In 1625 = 12.167 ay” 
上 式 写 成 
n= =In2.167 (b) 
=2.167 (by 


因为 a 与 X 无 关 ， 与 Y 无 关 ， 它 是 一 个 常数 ， 应 与 速度 分 布 中 XOY- YD) ipta, 
为 达到 此 要 求 ， 取 X=1 
122.167, а=0.461 
a 
жже 
=1- X%(2Y,- Yk) (9-5-67) 
O 确定 温度 边界 层 厚度 sr(z)。 
利用 能 量 方程 式 (9-5-22)， 确 定 温度 边界 层 厚度 5r(z)。 为 此 ， 将 质量 守恒 微分 方程 
式 (9-5-29)、 边 界 层 内 速度 分 布 与 温度 分 布 代入 式 (9-5-22)， 同 时 也 将 理想 流体 运动 微分 
方程 式 (9-5-27) 代 入 ， 则 为 


29U , Ipe 2U е r. FU ,1, т 2U|_2U 2U 
əx ` 2Re әх + 28(z=)2XƏY + 2"08(z)oY\ ӘХ ӘХ 


Ке 
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LAT | w 


_ 22U _ 1 sv00U. 
ne 


әх? -29 UaY 


2 
z3] 0,40, 
ayal t Re ах 


0+ 40 


[о ах N + kd) g] (9-5-68) 
去 掉 相 对 小 量 ， 整 理 为 
1.5ReU? AETI эт 
„бз (5. EE ет] “RUUS + 3 YoU zu- p Ша 
[su d) guau] (9-5-68) 


将 边界 层 速度 分 布 式 (9-5-44)、 温 度 分 布 式 (9-5-67) 与 理想 流体 速度 分 布 有 关 式 (a)， 一 并 
代入 式 (9-5-68) 内 ， 得 

1.5ReX(2Y - үђ1 х ух 1(2-®у%) 

= KahoXt(2Y ias maya YF”) +2.473 


-1 
-0.3 гш з 


re 0.461 70.15 
F(z)X ү] 


1 35.1 arl $r?) 
= 173 юХ 2Y- YP +293 一 
[1-40 +Xsna]) ] 2y- y? 
0.3 y-t 
з > 


š 
Толто la) х(2-3ү)2у : (9-5-68)” 


1 
+ ReX2(2Y 一 Y2) 


取 Y=1，Yr=1， 则 上 式 为 
0.3Re 0) 


i AEE n] 


> 2 3 4 
-inxta 1 озук 2.3 ikoji 5) x] 
(9-5-68)” 


2 
Ф. -4 -1.039 Te sa |- 
0.75Rex#+ те 5x =ку[о.мвх +2) x° 


000071, А1, ЖИТА, х=, Mj 
о.звеё02) 


+2 к | < Е 
(z) Ф 
= + Хела) 32 slala) 


1 
х 


1 2 
0.75ReX2 =2.473K;| = | za- 
8т(т) 1-4 


(9-5-68) 
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2.473K, X” 
ёт(х)= r, (9-5-69) 
А 0.3 ё) 


Ке |0.75Х2 + g? ikd | 
1-4 G+ xan) - 3 500) 


例 9-9 题 意 如 例 9-7 所 示 , 求 X=0.5，X=1.0，X=2.0 三 处 的 温度 边界 层 Sr(z) 
为 多 少 ? 
解 > =30CBF, à, =0.026W/(m-K) 
5 
K= ÀT, < = —0.0267x 303x10 = 2,44 
pwu? 9.32х16.04х 148.94 


20, _2х0.01х16.04 - 
K ,=— 0 8:005 10 Ы 


щ X=0.5 Bf, 2Cz)=0.0015; 当 X=1.0 时 ， 202) 0.0305; 34 X =2.0 Bf, 2ш) 


e 


=0.045。 
通过 实例 运算 ， 式 (9-5-69) 应 改 为 


(=) 2.473K3XC 9 
TT =. (= 
7 0.3 00) 


Re 0.75X2+ 一 一 一 一 一 一 
1-4 LE) + хаа) 


(9-5-69) 


当 X=0.5 时 
Hajer | 2.473 х2.44х0.5°%% 
т $ 1 
6 2+— 0.3x0.0015 
1.856x105[0.75x0.5 +I4(0.0015+0.5x0.052347 


=0.2 | 3.464 =0. 3.464 
1.856 х 10°(0. 5300 + 0.0041) 0.9912 х 10° 
=0.2х0.0019=0.00038 т 


当 X=1 时 
0.3x0.030 


| 
1.856x105[0.75+ 1 4(0.0305 + 0.05234) 


o :后 6.0341 20 2 Í. 6.0341 
TRA 6 0.00916) "< ү1.856х10°%х0.764 
1.856 x 10 (0.75+ 0.6688 


=0.2 /0.00000462 =0.2 x 0.00206 =0.0004т 


2473X2.44XT 


当 X=2 时 


6.0341 х 20-961 
њеног | 
P 0.3х0.045 
1856510 [o.25+ qta 045 | 
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6.0341х1.947 


6 0.0135 
1.856 х 10 [о.лз+ ss) 


zl 11.7483 
1.856 х 105(0.75 + 0.0336) 


=0.2 11.7483 2 / 11.7483 
”1.856x0.7836x105 `“ {1,4544х10% 
=0.2х0.0028= 0.00057 
ИЯ ЖЙИЯ, ЗАВО НОО Е EAN, РЧ АЕ Н, ЕЕЕ, IEA 
理 的 。 


=0.2 
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射流 内 容 很 广泛 ， 不 能 进行 全 面 讨论 ， 自 由 射流 是 基本 知识 ， 而 气体 射流 在 工业 上 应 用 
最 广 。 本 章 就 仅 限于 气体 射流 的 分 析 与 讨论 。 


10.1 满 流 射流 机 理 分 析 


油 流 射流 ， 是 指 它 在 射出 前 ， 在 管道 内 是 济 流 ， 但 是 管 中 汪 流 特点 对 射出 后 的 流动 起 着 
重要 作用 。 射 出 后 的 流 场 ， 不 存在 着 固体 边界 ， 不 会 形成 边 层 流 区 ， 也 就 没有 边 层 流 界面 
当然 没有 涡 旋 运 动产 生 的 可 能 性 ， 所 以 流 场 不 是 湛 流 而 是 层 流 运动 。 

射出 后 的 流 股 ， 必 然 带动 周围 的 流体 运动 ， 它 是 用 什么 办 法 实现 这 个 带动 周围 流体 运动 
的 呢 ? 问题 得 从 源头 说 起 。 流 体 在 管道 内 受到 壁面 摩擦 剪 应 力作 用 ， 这 个 力 在 流 股 射出 后 的 
瞬时 内 仍然 起 作用 。 它 对 原 流 股 起 着 阻力 作用 ， 消 耗 流 股 动能 ， 使 流 股 最 外 层 速度 迅速 下 
降 ， 同 时 这 个 力 对 周围 流体 起 着 拉动 作用 ， 使 它们 也 动 起 来 ， 也 就 是 通过 这 个 力 ， 原 来 流 股 
的 最 外 层 动能 把 一 部 能 量 传递 给 周围 流体 ， 所 以 周围 流体 才 得 到 动能 ， 也 跟着 具有 相应 的 速 
度 运动 起 来 。 

当 气 体 射 人 没有 空间 限制 的 静止 气体 中 时 ， 各 点 压力 是 一 样 的 ， 甬 应 力 消耗 能 量 均 由 原 
流 股 动能 下 降 来 提供 ， 使 得 流 股 沿 轴 向 速度 不 断 下 降 ， 直 到 某 一 距离 速度 为 零 。 在 剪 应 力 的 
作用 下 ， 原 流 股 把 动能 传递 给 周围 流体 的 过 程 也 是 逐步 进行 的 ， 随 着 沿 轴 向 距离 增加 沿 径 上 
扩散 范围 也 渐渐 加 大 ， 也 形成 一 个 边界 范围 8$(z)。 整 个 射流 的 流 场 内 ， 质 量 是 沿 流程 增 
加 ， 但 速度 是 下 降 的 ， 最 后 沿 轴 向 一 定 距离 后 动量 为 零 。 射 流 流 场 的 情况 如 图 10-1 所 示 。 


| 


图 10-1 自由 射流 流 场 示意 图 
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10.2 射流 流 场 范围 确定 


漠 流 管道 中 ， 涡 旋 具 有 沿 径 向 速度 u 与 沿 轴 向 速度 w,。 满 流 流 股 射出 的 瞬时 ， 它 的 涡 
旋 运 动 速度 仍然 存在 。 它 的 合成 速度 是 一 个 矢量 ， 它 的 方向 带动 原 流 股 向 外 扩散 ， 其 扩散 角 
如 图 10-2 所 示 ， 计 算 公式 为 


0 = arctan 5— (10-2-1) 


式 (10-2-1) 说 明 渗流 射流 的 特点 ， 其 具体 计算 方法 详 见 例题 。 有 0 就 

可 以 确定 射流 原 流 股 的 扩散 边缘 。 如 图 10-1 Pr, MNA NNA У мч} 
边缘 线 确定 方法 ИЙНЕЛИК У) Ag 存在 ， 它 在 “ 

流 股 射出 的 瞬时 仍然 起 作用 ， 对 原 流 股 继续 起 阻力 作用 ， 消 耗 流 股 的 图 10.2 射流 流 股 扩 散 角 
动能 ， 对 流 股 周围 的 流体 有 拉动 作用 ， 使 其 周围 流体 有 相应 的 运动 

其 运动 范围 就 是 射流 流 场 的 边缘 线 。 因 此 ， 它 可 以 由 下 式 确定 


= (10-2-2) 
RP: 
2 
> vori TP 
ù рне ет, (102-3) 


式 (10-2-2) 中 ，Q 是 管道 壁面 剪 应 力 ， 它 可 以 由 下 式 计算 : 
ар 
s dz 
. 2 
2(1-3) 
将 式 (10-2-3) 与 式 (10-2-4) 代 入 式 (10-2-2) 


a 


(10-2-4) 


2001-95) 
260-2) угу 
Ay 4 Ga ву (10-2-5) 
Еа ro + ztan0) 


式 (10-2-5) 就 是 被 射出 流 股 所 带动 的 运动 边界 线 。 射 出 流 股 与 被 其 带动 的 周围 流体 卷 入 运动 
时 ， 沿 径 向 断面 速度 分 布 为 零 的 边缘 线 为 


2u -gênero (10-2-6) 
dp(, + ztang)? 
dz 0 

射出 流 股 长 度 确 定 : 气体 从 管道 射 入 等 乓 静止 流体 中 ， 其 流 形状 是 圆 台 状 。 依 据 动量 改 
变 等 于 作用 力 的 原理 计算 其 射流 长 度 1。 管 道 壁面 对 流体 运动 有 摩擦 阻力 ， 在 射出 的 瞬时 仍 
然 起 作用 。 贺 台 侧 表面 面积 为 


xl V1+tanzg(2ro+ лап) (a) 


(2) = ғо+ =tan0 + 


作用 在 侧 表 面 上 的 阻力 为 
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4р 


To 
nl V1+tanzb(2ro+ ltang) 一 dz (b) 
2(1- 93) 


令 其 与 动量 改变 相等 ， 则 有 
ra 
I V1+tanzb(2ro+ ltang) 一 az 一 = orbo (с) 
2(1- 3) 


由 式 (c) 得 


2 
Ж 2p(1- 3) 
tan Ol” +2701 一 =0 (a) 
* VIr ano gË 


由 式 (d) 可 得 ! 的 近似 解 
Aa- p93) 
1= #7 (10-2-7) 


л + ta Odp 
т 


2 2 4051-5) 
2764. [2% + 2000017 Ф 
an0 | eg。 tang /1+ tanod 


l= 2 (10-2-8) 


精确 解 / 


10.3 射流 沿 轴 与 径 向 速度 分 布 公式 


从 射出 的 流 场 是 无 法 判别 其 为 沙 流 还 是 层 流 射流 。 射 流 是 油 流 或 是 层 流 ， 要 根据 射出 前 
的 流 态 来 决定 ， 射 前 是 层 流 ， 则 称 之 为 层 流 射流 ; MENARA, WI ANN 

若 从 射出 后 的 流 场 来 看 它 的 速度 ， 无 论 沿 径 向 还 是 沿 轴 向 ， 均 是 逐渐 变 小 的 。 由 于 流 场 
中 不 存在 边 层 流 界面 ， 不 会 产生 涡 旋 运动 ， 所 以 研究 它 的 运动 控制 方程 是 层 流 方程 。 依 式 
(4-4-11) 并 结合 射流 后 流 场 特点 ， 其 控制 微分 方程 为 


2 
и 3 一 2y 一 2 =i (10-3-1) 
工 y 


以 图 10-1 来 分 析 ， 出 口 断面 速度 认为 是 均匀 的 ， 为 vo， 边 界 条 件 为 
ulz, y)|,- =u ulz, ed 


av Pu (10-3-2) 
=| =o, <o 
ду 1,0 ° ау? 


为 进行 数学 分 析 ， 首 先 将 上 式 无 因 次 化 ， 为 此 取 
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将 它们 代入 式 (10-3-1) 与 式 (10-3-2) 中 ， 则 有 


3U_ 1 zu,[ EJ 
U 3x7 teal 2055) ay? по) 
U(X，Y)|x-o=1， U(X, Ү)|у„,=0 | 
au) _ гц (10-3-4) 
aY |070 as 


式 (10-3-3) 与 式 (10-3-4) 就 是 研究 射流 后 ， 流 场 速度 分 布 的 微分 无 因 次 方程 。 它 是 非 线 性 
偏 微分 方程 。 运 用 摄 动 法 或 其 他 方法 未 能 解 出 。 只 能 采用 自 创 的 变量 分 而 不 离 的 方法 求解 它 
们 。 设 

U(X, Ү)= U,(X)U,(Y) (10-3-5) 
将 式 (10-3-5) 代 入 式 (10-3-3)， 则 将 偏 微分 方程 变 成 常 微分 方程 ， 不 过 它 是 两 个 常 微 分 方 
程 ， 为 


ч оошу) „а [госу + (эа. соёо] 


(10-3-6) 
运用 逆向 运算 方法 ， 首 先 根据 边界 条 件 ， 选 Uz(Y) 的 形 函 数 为 Ux(Y) =1- Y’, ЖЕКА 
式 (10-3-6) 


аш, КЮ. 1[ ya EULX) [ло |? 
[а-у ас aae] их] 
_ 2[, ac) [о 1 
sż[a- r» a 51 u] ао-з-т) 
式 (10-3-7) 是 U,(X) 的 非 线 性 常 微分 方程 ,对 于 U, (XYK, TE Y 取 何 值 ， 式 
(10-3-7) 均 应 成 立 。 根 据 图 10-1 流 场 分 析 


(1- Y222U,(X) 


U(X, Y)=U,(X)U,(Y)|,_,= U(X) (10-3-8) 
利用 式 (10-3-8) 条 件 ， 选 Y=0， 则 式 (10-3-7) 变 为 
dU (X) 2 U(X) 
no[m a] ae арз 
根据 边界 条 件 要 求 
U(X, Y)|x-o=1 (10-3-10) 
依 此 选 它 的 形 函 数 为 
1 1 
поо a] (0-3-11) 


RF, a 是 待定 常数 。 因 为 式 (10-3-9) 是 二 阶 非 线 性 的 Ui(X) 常 微分 方程 。 按 惯用 的 数学 
方法 ， 积 分 后 有 两 个 常数 ， 由 两 个 边界 条 件 来 确定 它们 。 现 在 ， 采 用 逆向 运算 方法 ， 由 边界 
条 件 选 出 U1(X) 的 表达 式 ， 其 中 含 一 个 待定 常数 <， 它 由 式 (10-3-9) 来 确定 ， 为 此 将 式 
(10-3-11) 代 入 式 (10-3-9) 


жоюн 消 流 自由 射流 +267 · 


1 1 1 гу ВЕІ -2 -alat Jea 


1 А 
еее ааа ReLGI+X)3 (1+) 
因为 a 是 常数 ， 无 论 X 为 何 值 ， 它 都 是 不 变 的 常数 ， 所 以 X 取 零 ， 则 式 (a) 变 为 


2 
[+a + [55] J Ratata) (b) 
将 式 (b) 化 简 ， 取 近似 值 ， 则 a 为 


; 

| 
1+0.5Re 

a 仍然 是 8(z) 有 关 的 常数 ， 因 为 在 分 析 式 (a) 中 的 X 是 变量 ， 而 8(z) 是 一 个 固定 边缘 。 是 

不 变 的 ， 一 旦 流 场 确定 后 ， 它 就 不 变 。 也 就 是 说 ， 边 缘 已 定 的 流 场 中 研究 a 的 值 ， 最 后 它 

仍然 是 与 z 有 关 的 变 常数 。 


流 场 中 速度 分 布 公式 为 


a= 


ох, = [тух туу le (10-3-13) 
变 成 有 因 次 式 
ulz, =0.50 [22+ 5%) 1-5) (10-3-14) 


式 中 $(z) 由 式 (10-2-6) 计 算 ，a 由 式 (10-3-12) 计 算 。 
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第 11 章 柱 坐 标 系 流体 运动 微分 方程 


11.1 ”研究 曲线 坐标 系 的 原因 


寻找 流 场 内 的 速度 分 布 的 目的 ， 就 是 通过 它 来 研究 更 深 的 、 更 实质 性 的 问题 。 而 流 场 内 
的 速度 分 布 特点 与 形成 流 场 的 边界 条 件 和 空间 结构 紧密 相关 ， 也 就 是 说 ， 不 同 的 流 场 空间 与 
边界 条 件 ， 就 会 形成 不 同 流 场 内 速度 分 布 。 

要 找到 流 场 速度 分 布 ， 必 须 运用 数学 分 析 。 要 运用 数学 分 析 
就 得 采用 坐标 系 。 是 否 可 以 用 一 个 直角 坐标 系 就 可 以 解决 各 种 不 同 
流 场 速度 分 布 呢 ? 回答 是 能 的 。 为 研究 人 工笔 直 的 渠道 内 速度 分 
布 ， 可 以 用 直角 坐标 系 进行 研究 ， 就 可 以 找到 其 真正 的 速度 分 布 ; 
如 采用 柱 坐 标 系 ， 就 不 能 找到 其 真正 的 速度 分 布 。 

要 找到 不 同 的 流 场 内 的 速度 分 布 ， 必 须 结合 其 流 场 形成 的 结构 
特点 ， 选 择 与 其 相 适应 的 坐标 系 。 坐 标 系 是 工具 ， 是 为 解决 不 同 流 
场 的 需要 而 创造 出 来 的 。 本 章 以 前 多 是 采用 直角 坐标 系 研究 问题 
而 实际 工程 中 尚 存在 着 不 能 用 直角 坐标 系 来 研究 的 问题 。 所 以 在 第 
11 章 讨论 柱 坐标 系 下 流体 运动 微分 方程 ， 第 12 章 讨论 球 坐标 系 下 811 Вот 
流体 运动 微分 方程 。 每 章 均 研 究 层 流 不 可 压缩 运动 微分 方程 组 、 层 
流 可 压缩 运动 微分 方程 组 、 汕 流 不 可 压缩 运动 微分 方程 组 、 滑 流 可 压缩 运动 微分 方程 组 。 每 
组 内 ， 研 究 连续 性 微分 方程 、 动 量 微分 方程 、 动 量 矩 微分 方程 、 能 量 微分 方程 。 柱 坐标 系 示 
意图 见 图 11-1。 


11.2 不 可 压缩 层 流 微分 方程 组 


11.2.1 连续 性 微分 方程 
利用 不 可 压缩 无 坐标 系 质量 守恒 微分 方程 式 (3-4-1) 
Be+ pip w+ papV.V=0 
当 层 流 时 о,=0, v,=0, р=0, р,=1-ф3, ШЕ 
52 + o7- v =0 (3-4-1), 
当 层 流 为 不 可 压缩 ，p = 常数 ， 则 为 连续 性 微分 方程 
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V'V=0 (11-2-1) 
将 式 (11-2-1) 变 成 柱 坐 标 系 对 应 形式 ， 由 曲线 散 度 公式 : 
1 [2, 2C(VsHyH;) ,3( VsH, н] 
HiH;H; 28; СЯ 29 


V'V= (a) 


将 柱 坐 标 系 H,=1，H,=r，H3=1 代 入 式 (a) 


-= 工 [a(z，r) ,aze ， ra 
vev 1[ Е te + E (11-2-2) 
и, 


av, дш, 
du, -£ 
N.V P PTT 


(11-2-3) 


式 (11-2-3) 就 是 柱 坐标 系 不 可 压缩 流 层 流连 续 性 微分 方程 。 
11.2.2 动量 微分 方程 


由 无 坐标 系 不 可 压缩 动量 微分 方程 式 (3-4-2) 


а 2 
Jr PPY + Ф1ру) + Зр, 'У,У,+ фору VV = fot V ` P 


当 层 流 时 ，p =0，v。=0，p,=0，p =1- pg3， 并 且 为 不 可 压缩 流体 ， 则 上 式 为 


ду (у.ууушу+1 у. 
ә: (VVV ту УР (11-2-4) 


现 将 式 (11-2-4) 变 成 柱 坐 标 系 下 对 应 方程 : 


ay а ə а 
(u ur JF + vp тәр * we az (ие, + ug, + we) 


= ft V Le руду ро + ep Pnp + Pafo рар) + .pat + Palp t Pee:)] 


(11-2-4) 
av | аи де, ао, де, дш, ae J ТА au де 
十 r r е е z z| 十 =t 
att urler ar tur ar tep ar tOr ar tee ar j ar) + vol ‚30+ м, 20 
ave де, дш, ， де, 
— + — 
ТАТТЫ 
"| арг, Pæ, ӘР, ар, Ф, ӘР, [2 Әр, 
=f+ zr re op _„ Рев zo 
Stole ar te ar te ar + тәр te r t erap @ r 6. тар 
а а а ” 
ду ди, ( ән, 2H) ave e H, әш, 2н] 
+ = Ра 
2, mfe, ar tule rap 2z e ar TU Tao T а; T дє 
| дш, ea 了 дш Ue, ашы) 
?erag 1 т ar erag ry era0 
ди, eƏH,. 3v, е,дН, дш, ra ән аа 
+ A z z Hy _ 3 
wle +a, ðr Е т ый ее 


I 
t 
> 
= 
Š 
Sie 
~ 
+ 
N 
E 
Š 
Ф 
3i 
= 
< 
S|; 
Ыы 
F| 
$ 
` Ë 
sË; 
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2u (22e эш за) 上 | ze ue 2a) + а, + (2 Ve žr 
Tona p) ar rap УЛ pr ar rapo r ге Р 28 (арт 
Г (2 =) Эн (ао, дш, дид, 2] 
e, i[ Р +26 ao + 了 Jre чәр a” % Әк\ ar +az 


] 


Qn | ow 39, JJ} ~ 
+e | -p+ ш, -2- 
е, 2 ге a +L P+ 72 (11-2-4) 
ay [25 аз, w) Ë ди, е, до, ел. 2) 
aether э, tar te tole ragt үче б 207 r е тад 
ðv, дш, ) 
oa |， 9% 
+= |. 2 + ак * ®& 2z 
Pu, Pu, P 2 2, а 2 
„аы, р u Zu, я ar (5-5) + ve 
P ar 3r? rag 3z? rayar дшдг әр r ar 
2 2, 2 2 2 
„2 ®® „© =, Zve Pre Pu, дш Pw, „ш, Pw, Zu] 
тәф? 3z? ragar ragaz ` r2a9 az2 rag 2 3z? tarar ЫТ 
(11-2-4)” 
ЖЕК (11-2-4) е, ep е 
аи аи аи, и аи 
r — ра 十 4 — 
аг T r аг + рет Мыл 
2 ә а 
=f? Fu, ди, u, u, u, =.) 255 
ШУ |: 212 * Лә! az? rapar azar? ag (11-2-5) 
ae 99а ШУР ә", 
at Ч. ar rrapg 7 z Jz 
2 д 2 
A -2e [S+ Pue Pus, Poe , Pue _ 2) (11-2-6) 
? prag 3r? 29% az? тдфдт raygaz "299 
au аш aw, аш, 
— — — 
ә: tur аг Te тар We Әд 
2 2 2 2 
оар [Zw w, Pw, au Pw, z 
7. рах + | эк? ragi a2? + araz rapaz (1-2-7) 


式 (11-2-5) 至 式 (11-2-7)， 是 按 坐 标 系 下 层 流 不 可 压缩 流动 动量 微分 方程 ， 当 定常 流 
时 去 掉 含 项 。 
11.2.3 动量 矩 微分 方程 
由 不 可 压缩 流体 无 坐标 系 动量 矩 微 分 方程 式 (3-4-3) 
A [rxp (ФУ, + ф,У)] + V: V, (rx gipv,) +V +V (rx фәру) 
= (rxf) р+ У: (rxP) 
当 层 流 时 p= 0，88 =0，g1=1- pg，ps=1- gs， 则 上 式 为 
У(Х рУ)+У+У(тхру)= (rxf) p+ V° (rX P) (1122-8) 
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Ви p, r 是 参 变量 ， 则 可 写成 
ду 


rX5tr+rX(V， Y)=rxy+rx 二 КД 2 (11-2-9) 
利用 式 (11-2-5) 至 式 (11-2-7)， 则 可 写成 
aw, аз, aw, дш, әш, дз, а) 25] 
к... + =s: — + 
To Dt "ea А * шл az nfe ar [= - F 
Pw, Pw, Pw, Pw, P 
4. D “„# A А a 
= rf. т, t ч + ШЕ Е ы, | az аі a + 
а? а а? а? ra а 
| 52 +2 + за. - Аче] (11-2-10) 
e| ar 2092 az? rapar rapaz 20р 
ди, дш, [ Bu, [дщ м. эч] [ йш, дш, дш 
Ta "or ЫРАА" Ен + we a wor t ae T we gz 


2 2 2. 2 
Pu, Pu, Pu, Pu, 


и, 
=, т, 1052-2» tafa? ar? pagi ә? ragar azar 
2, 
Иа Ze. Zm] (11-2-11) 
z? rag taraz trapae 
ди, ave [aa j ә, ,] “É ди, (2+ u, 2] 
一 — e Ye - r 
"аг +" [= “r 3r ЕЕ We Jz w ər w rap r tw 2 
Pu, Pu, Pu, гъ, ðv, 


ú £ 一 S= у — a 600. О0о 
НЕЕ А 


г? а? а? а? a а 
Br p e a r p e p ir +з |] (11-2-12) 


-nl2 ar? pagi ә? гараг azar? 296 
式 (11-2-10) 至 式 (11-2-12)， 是 柱 坐 标 系 下 不 可 压缩 流动 量 矩 微 分 方程 ， 当 定常 流 时 
D 
#нар, 
11.2.4 能量 微 分 方程 
由 不 可 压缩 流体 无 坐标 系 能 量 微分 方程 式 (3-4-4) 


2 


ко ача 2и. и 


rap rap r 
am 
— 

r 2 


al v v v? 12 
Zloto 2) у (уер, У 


2 
= УУТ) ац Уру, t pv) У P (9SY+ Ф.У) 


ЭЙ, v,=0, v,=0, р=0, рі =0，9i=1- p，92=1- 9。 则 式 (3-4-4) 变 为 
2 
a(z) жур уат) ак У+ ТУРУУ (11-2-13) 
мнне а 


242) + ЕЕЕ |+» зрна 中 + КЕЕ | 


"272 + 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


ә? 


дА[ёт гт. „т ц? 3p Әр 
22+ 2 TE) tant ли, ин, + о, 1 ави, + роь +52 .) 


Pus av 


[ | zs ж u, Pu, Pu, 2и. a 
+ + + + 
#2 ka res az? rayar azar apl P 


ғ Pw, Pw, Pw, Pw, 


2+2 + 
ar? “rap ә? 


Я до, КУЩ е) + 
apar + E tw, 


= 
+ ap 2+2 2 + 了 +75995 


а 2-14) 


式 (11-2- is eh ts 当 定 常 流 时 ， ELLEN 


Ж» Жї: 


х= ио + ш 
11.3 可 压缩 层 流 微 分 方程 组 


11.3.1 连续 性 微分 方程 
usai sipu U 
pera- p t+psY'Vs+oV'V=0 
当 层 流 时 ，p,=0，V,=0，p=0， 则 
Be+ev'v=0 
将 式 (11-3-1) 转 变 为 柱 坐标 系 下 对 应 方程 
u, до, ди, 


ae+w 92+ др, др We 
+ + +! 一 上 + 一 + 一 人 2 |= 
д} “та, Че гдр Wraz t P Е жуд Эк" 


11.3.2 动量 微分 方程 


由 无 坐标 系 下 可 压缩 流体 运动 动量 微分 方程 式 (3-7-2) 
D(e,V,) „+ 

ш 
эн. P,=0, ф=0, фү=1-ф, W 


ООУ). pv(v =p+ vp 
将 式 (11-3-1) 代 入 式 (11-3-3)， 则 有 
DY _,.15. 
ре ft; УР 


а 
a (ue, + vepp + ше) 


(11-3-1) 


(11-3-2) 


+e pu +psy,(V'V,)+pY(V'V)=f[pps+(1-9)po]+Y'P 


(11-3-3) 


(11-3-4) 


=f+ V Le + prfp + р. )е, + (pop, + prpp +t ре, )е + (ре, + Dafo t рее] 


(11-3-4) 
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ә(и,,) + a(ue,) i Ə(uz,) + Ə(uz,) т logo) | Ә(Со,е„) е Alugo) y 
а 


at t әр Vp гар l әд at Т ar ° ray 
Dlugo) Iwe.) Ə(u,e,) Awe) ， (we) 
We az + ар Tue әр Tp rap |= Әх 
=f+ Зори, bata) + Bo Pnet Pafo t pe) д. 7 (pop, + botot poe.) | 
(11-3-4У 
аи, 2 [аш ы au Әә, Әә, [am 2) до, дш, 
э: + ur э, АЕ z Iz rp 
дш, дш, дш, РА 
tu. gg tur ау {гар We Dz 
27-824 2. Pu, Pu, [дщ дщ за) _2 эшш) 
=J par "13 ау2 rag? 3z? 31azar гдфрд; r23 3 raz „2 
p r p 9 Ф 
Sy 4 Pv А7 + Pug PRR Foo) _ 79, Pw, Pw, 4w, 
3 "5 2 а? ragar PEP 7:3 зе ar? rag 3 az? 
Ma Z=) + 22w, гы] 11-3-4)” 
“了 3157az+ 37az ‹ ) 


HR(11-3-4) ike, ер, e, 三 个 方向 列 出 


ди, ди, ди, и ди, 
— — +— — 
at tur ar 0р) we әс 
_ 13 pi + Pu, pu, 1 Pu, , Pu, з аш.) _ 2125. s)] 
r par L3 9,2 rag? az? 3\9z9r +75937 ар raz 2 
(11-3-5) 
ðv, ду ðv ðv, 
2 里 十 е _ Ve -e 
at tur ar 加- r | tw, az 
2 2. 2 
ap [区 431, Pus, 1| Pu, Әд, 15.) 
=f,- + + + s s|- 11-3- 
9? prag Lar 30098 azt “317aygar+7a9azj 3ri9g а) 
СЛЕ ОА РСА 
СА " дг ?rag = gg 
2 2 2 2 ә 
2р 2р. [== ёш, аёш, [дш Zes] 22] Ж, 
z paz Lar trapt 3 ә 1 31araz+ra9az| 379z (11-3-7) 


以 上 式 (11-3-5) 至 式 (11-3-7)， 是 柱 坐 标 系 下 可 压缩 层 流 运动 动量 微分 方程 。 
11.3.3 ”动量 矩 微分 方程 
由 无 坐标 系 可 压缩 流体 动量 矩 微分 方程 式 (3-7-3) 
p ОАК) („хе уу-у, у, ОВУ), (ех py) vv 


=тх[фр,+(1- ф)р]+ V-(rx P) 


214 ， теж(ж)йл# 


BBW, p,=0, v,=0, p=0, p3=0, e =1- e, M 
DG). (rx pV) V- y= гхур+у (ех P) (11-3-8) 
将 式 (11-3-1) 代 入 式 (11-3-8) 
p РОУ). x vpe -(rx Ур =р(тх)+У+(тхР) (11-3-8)' 


Dt 
因为 r 是 参 变量 ， 并 将 全 式 除 以 p， РА 
пху егху+ех уер (11-3-9) 


利用 层 流 可 压缩 柱 坐 标 系 下 的 动量 方程 ， 则 可 得 


аш, дш, дш, az дъ, 
Be hu, Tto, +u, чы) -r [Beru S+, 


дт, _ 
"а, ? rp ðt rðr 


Ye 
plrap 
Коа 1/ap_ әр | [== Pw, аёш, 1а КД Zw) 
Sre rot glaz rag) 07912,2 tag З г 3\arar +rapar 
[Pos 4 ао, Pv 1 а? Аз, | -了 ] 
= 十 РЕГ ve 11-3-10 
"902 33g? ак? ЗЕЕ EF (31-3710) 
аи әш, am дф, әш, 
и, < l< z z А 
|+. ч "Дае tu dr + 9 гар t аа, 
әр әр) + | [22+ Pu, + Pu, Fu 2) 
Y11322 rpi ar “31acar rayar ag 
ди, u, J-i i, 1 ёш, Pw, |+ 23w, =] 
"ау? rag? 33zz 3\araz rayaz) 3raz 
(11-3-11) 
д, до, до. o | ðv, ] "Ë ди, [2 и, ) ди, | 
Ze 20. со _ е | 一 r < r ur y 
ДЕ: tw Br Е yl tw z] 7, A ar + ар) f k 9 
2 
Әр әр vhi 4 Pug ve ,Fue 1 Fo, , Poe 
8 3r аг? 3\rðpðr ragaz 


Sa ега EZE 
azar rapar ` 299 rôz 2 
(11-3-12) 


To 


а 
+w, г | 


w 
3 
Ф 
N 


а а 2 ә? 
Же) 25а ]- [4 | 
3rag」 PL3 3r? (ә? ә! 3 


式 (11-3-10) 至 式 (11-3-12)， 是 柱 坐 标 系 下 层 流 可 压缩 动量 矩 徽 分 方程 。 
11.3.4 能量 微 分 方程 

由 无 坐标 系 下 可 压缩 流体 能 量 微分 方程 式 (3-7-4) 

„Ве lelain amlet] 


2 
(АУТ) +дрр+ Ў (фр,У,+ ppV)+ У 'Р:(ФфЗУ, + o, V) 
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ЭБШ, p,=0, V,=0, s,=0, p=0, р2=0, рү=(1-ф), 6 =1- 25, Ж 


Ble [+ 2) ++) 9 у=. (АУТ) +qap t f'pV+ VP: V 


(11-3-13) 
将 式 (11-3-1) 代 入 式 (11-3-13)， 并 除 以 p 后 ， 得 
2( +2) ду. (УТ) +tq+f- v+: Р.У (11-3-14) 
А “т. ёт „ЁТ 1/2 a а, 
D[aa 2) А 01) анла, nl 


(95 Pu, Ži Pu, Pu, ди, e) - 2 [ аи, ”)] 
+y + E+ + + Е 
3 3r2 ә 3z? I Izar ragpar rap З\тдр r? А 


[= 4 20, yte Poup 73, eh, 
7 3,29 


372 МЕРЫ Е tapar 


Pw, Pw, 4ш, 1 Pw, 23w, 
55 m 3 а^ PE ТЗ. + | 
(11-3-15) 
. 式 (11-3-15) 就 是 柱 坐 标 系 层 流 可 压缩 能 量 微分 方程 。 
11.4 不 可 压缩 灌流 微分 方程 组 
11.4.1 连续 性 微分 方程 
依 方 程式 (3-4-1): 
бр. (pvpV, + pY V)p=0 
因为 不 可 压缩 ，p = 常量 ， 则 
88v.v+gavy=0 (11-4-1) 


变 成 柱 坐 标 系 下 对 应 方程 
20и. Bu, an Pw, ож ш 
[=+ этар а.) +a (а 


ды. до„ д 
Hr To Ша =0 (11-4-2) 
rap! az 


u, ди, Jv, дш, 1 ә а а 
+ [а а а ао) -0 


ar ray 
(11-4-2)” 


变 成 以 连续 相 变量 表示 
ди, Iv, дш, у {[1{5= aar| ә 1[ди, ди, 
Ф 


и, Я А ( | 
i lg t rs rap дш 
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2 1 (ао, 29 


+ +2. 党 + 党 ]-。 G1-4-2Y 
连续 性 微分 方程 主要 功用 是 化 简 其 他 微分 方程 。 
1.42 动量 微分 方程 
依 无 坐标 系 下 不 可 压缩 流体 动量 微分 方程 
Elev, РУ) tv VV tp Vf + УР (11-4-3) 
现 将 p 作为 参 变量 处 理 ， 则 
Xp Z- У) + ф,У:У(У-У,)= ге Р (11-4-4) 


将 式 (11-4-4) 变 成 柱 坐标 系 对 应 方程 


ayY_ [31[2u, 2] ә 1 (5 дз, ] ( ә 
ГА _ A + 二 一 | — = 一 А 
ЕП zlat rapt эх 1 аго, ar + azl et arw, ar уар!) Pal" ar 


_9_ ди КИ 1 ША 29) 1 (2а 2w) ] 
+ z z 
tu rap таф + twas) (5 [z ЗЕ ах |“ Ir +azje w, ar trap “ 


= 


9 1 (= ди, 


EA TE Р.Р) +3; Z (e, t ppeo + pano) ] 


(11-4-4) 
хь 1 (ди, |+ 1 (аә, 22e) ә 1(дш, Iw, ] v 
ә: 2 191:и, ae Торы э + De 1% atw, ar rapl™ t@% 
|. а 1 (аи, ERTEN ЕЕЕ 
з raz t A ?Le тафи, rap” 3z! ғи, (гаф дє "аси 
ди, ди, ЧЕ 22e) [ a_11ave Zue) -L [25 з] 
rapt Dz] ч» огоо Е: "рч Әг әх r += 
ә 1 /av Әә, e) 3 1 [ш ‚2 w) + а ө әш, 
+ azv, ar Be) +0: дг, trap) ` Uz гарш. ar “е twe, 
а 1 aw дш, |+ 1 ( ab Bt be, aby +(e, 22a 
этш ar rapi] Tt Lf ear +6 ar tear | \® тар Ын 


ары ё, Әр, ) | әр, Әр 2) 
+ë, fs ra9 Do, te ae М az +6 az T 

(11-4-4)” 
9 1 (әш, 2ч) | Фә» 
arw, ar trapit 2 


„2-1 ША 


av ЕЕ ди, 
tarv, е fe 


at 2 Latu ЕЕ е, 


а 1 (аи, 2) + „2 ди, ди, (5 2u) ] 31 

е. аги гарт дє е. г: эр? Jz ғи, аР. 2211“ “е, дхи, 

1 (аә, 2] [2 1 [Эъ „2 ы) -< Haes A ] 
[sa ar + az) Jt “| тарт, ar * ак 


321 2z) ] [ a 1 (аҹ, дт, ] [ a L | аш, ] 
+ а», д), Ци, z z z 
Ир azul ar + az) |16 элла, ar +7ap) J* L тдрш,\ ar “rag 


— 4- 
(5+ z 
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ЕЛЕЕ АЕ 
+e [а-и ese T] азаа) 
Е Е eld a 
[- p+2p|2 Е “)]- i p+2p ЕФ |] e[l- бее 
хн ао) РЫП 

+a žl- раа EP 2w) ) (11-4-4)” 


кеше р P EXSER, 并 按 e,，e。，e. 三 个 方向 列 出 
а 1{[ди, ди, 1| Pu, Pu, | 1 [әи, au)ou, 
Ээги, 2.58), на 4 | ЕГ ar] 


L| 2 , ди, | 1 [әи, 9u,]2w _ 1 1|Əw, 2u) ] 
“т rag? 3zray) u? е т тиф 


1| Pu, Pu, 0 ди, ди, 
+w, r + 
?Lurirayaz д7] uilrap! az 
ди, 


ЕНЕ] 


Pu, Pu, Pu, Pu zue) 


r 
par ar | ар "p b rapar * azar * 229 + az? натр 
ди, Pu, Әи, Pu, 
онан a 
3 r Be azar ] . (11-4-5) 
ve v 1 [2 +5) + 六 ша). аа) 
at 2? 3 az 2 P2| ur 3zar 5 Эк | дг 
2, 
ilie dej 9.221182 г] 
PLvp\ arrg T az jrag rv 
1 [2% e|- pe Эта] = 
E (+ дегу Әх! az 
2 2 2 2 2 
2га. pal -ph Etpa + p Etg p Bve ә, 
Р rag У 2 зә? лә +(1-3) 22 pd Ja taposta 
` 2 


1 [25 | J (11-4-6) 


аш. v ал (әш, дш у ЕЕ ёш, | 1 (2. аш, ze] 
at  2?3tw,\ ar trap! 292|" 3r? 'rəpðr 


ar 2779р * dz 9де 


r rap 
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nn ЗЕЕ 
arrag р + a zLw,\ðrð3z ғӘфдх 
е Ши аат 


以 上 式 (11-4-5) 至 式 (11-4-7) 是 坐标 系 不 可 压缩 淇 流动 量 微分 方程 。 


11.4.3 能量 微分 方程 


依 无 坐标 系 下 不 可 压缩 流 能 量 微分 方程 式 (3-4-4) 
2 у? 2 
+», ü | +. 2 У.+ 2 У У 


2 
ТУУТ) ак (pV + V) +YP: V,t pV) 


可 以 写成 


у? 


y? 
Zle Zro vl 1 VV tp VV 


=1ç САУТ) ++ (ФУ, + pV) +10 У,+ ФУ): УР (11-4-8) 


将 式 (11-3-1) 代 入 式 (11-4-8)， 写 成 


у? 
ale 212 


у? - 3) 


v] +e, v: (5 2 


19-077) tart [pV tp) V+ ГУ, ае bv]: VP (11-4-9) 


进一步 展开 


2 2 2 2 
s|] е] 9 |7- 


[= 
2 


2 
多 :av 


ВВЕ сте тте 


现 简化 推导 ， 将 式 (11-4-10) 难 以 推导 的 项 目 分 别 进行 推演 。 мин 
由 式 (4-3-49) 至 式 (4-3-51) 可 以 得 
аа [ S 28) @ 
| ® 
wim- | zm.) (©) 
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将 式 (a)， 式 (b)， 式 (c) 代 入 式 (11-3-10) 有 关 各 项 。 
"DF: 
alv у) уа ди, Qu.) 工 [az ave| (1 [дш дш, 
alg- 到 =- zajt ЕЕ | -| e+) ] 
A| Pu, au _ 工 [au ди, 1 av。 av 
ЕУ Е ае uilrap! az ЕТ ea te) 
.过 25 9vo) ove 1 (于 Pw, Ë 1 ы aw, =] 


vilar 95192 w, Эгэ; *;дрд:! wêl ar тәр 
ay 
合并 (2)，(3) 项 为 
(2) + (3) = У:9 (2 - КА - g- X:)] 
“аң 140898) Бена] 
НЕ уе :二 各 :这 
+. (нан) 2. Це. та) + гш 28) j] orror 
(4) 项 推导 : 
со 005688) 5| 92] a ew 
(5) 项 推导 : 


v. P= У(тә е t ноп + aae): Ге (рце + Puert Paes) 
+ е (раё + Раё + p32e3) + ёз Pise1+ Рве T p33e3)]} 
= "в да (Фи: + рде + Paea) + тә un + puert paea) 


+ Hg (Prert Рве? paes) ] 


= v: wa е EP SUQ (ре) + To (Фе) + ОРУ 


(пе) + Hg Padt ETA ле) + пзе) ТТ (se) ] 


-v Гага» PESER при, Роде, , e190P1 | Фуздеу 
Н; ðq, * Н,94) Н, 2а Ha23q Нз 243 + Н,даз 
е. 9pa pa9ez | ерп. Фое ， e?n, P23902 
H, ðq, ` Ну? +н,2% Н,29' Hs 9gq3 1 Hs9g3 
+ #з9®э + Ёидез + 39pm , Ридез | 63205 +їззез] 
H,9q Н,Ә9, H; 94; H,9q, Hs да; Hs9q; 


` 280 > TE CN) D 


-vig apu ul _ e e) i EPn Рр ген) +612? 
Hiagq Hı\ H,9q, Нда! Н, дә Н,\Н, Әд, 1 Н, дау 
ез 46292, Pal е19Н,| | pr -外因 -各 9] 
HlHiagq) H,ðqı HilH9g) Н,\ HsƏq, Hiagl 
ACUZA 16:22 Ры e,3H, 4632р у 名 [各 эн) 
H,9q, Нудч; Н, Ке Н, да, Hs9q; 


39py , Pa| e29H,] ， 233pa3 , Paf _ ерән, езән; у 

tas +H, аја H; 43 +H, Н, ад; AAi (5) 

(5)' 是 曲线 坐标 公式 计算 V. VP 的 公式 。 以 下 开始 将 其 转变 为 只 适合 柱 坐标 系 计 算 V 
Ур 的 公式 。 


vvp=v| 


C2 
127 *1 
420 Pa| еә) Ра ear е,әг) е9, ee3poa | 如 (人 al 
13r 14\ғ2ф! r 1др 19r! т дф 1 дә llrƏz 
q Pa 加 | 6.31 +522. + És Ser) + 全 p Paf а аад ] 


eaL _ e291 + 人 | Sear)] + др tesa) 
1 az 


+ 
гар Тә) т Әр 1ar 13r 


1 ar * 1\ 1де] “т әр Tarl * 1 Әк rar rap 
= (и,е,+ up, t we) ПЕРИ Pe. Pa] + «2. +e, + 
ЕЕЕ) 
а | s Pa Pe 
+ w| = aptae 
Е ptas ЕЧ sle r- 2e) + Aea r= 
11-189] ДЕ Pra r 
tripl- etn 25, ]] К. |+ ЗЕ ++ r 到 | 
+= [22 | 22, ze) + + но 5) Gy 
(6) 项 推导 : 
НАНЕ sa 
‘(ola-e [гв эв], naea а- 5 


т д 


әр. а |+ ар, эк.) | 
КЫЛА ар 
t Ep Si ] 


а 
(22e 22u , Ра) + езен m) ] +e, [а- 5 
| 


ar rag 
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М ap 22a) Ae 32a) 
72% Alt EA 23]! а= ШЕ ax | ?\тдф ] 
1 |2% 25) [a- Ва) пя 
ара а-а) | 
1 (а, zf _ [= Әр Ка | 
+ аг tra [а-е® 1 to ar + ] 


Ы АРС "а- $ (6+ +Ба- -到 
а 


+ ЕЕ "ду | vior = || 
„үе + 2)la- ШЕЛ + +55- =) + СЛЕ “| 


ди, aw)? 
AE ИНЕ 
И и +7a9 |] +##[м ra9 + Hap rap 


а (8а (92 a- le] 

oleaje pel} 
将 式 (1)' 一 式 (6)“ 各 项 代 回 式 (11-4-10)， 得 @, 
ааыа) ттнен) ale БЕ "тык 
а саа (э, aril- Е 39 ш ral 
нав (6+8) + akdi еа] 
ea EA КА e 
+w Ë прстена эз, це z] 


-2[2T т) б! P [Ë -| 2s, 2u (5 нє) 
-2| 2 + 7239 azt + fu, t fogt fiw 2 Pu, (лар а 


г Fu P а. ё É 
АЕ +294 Im ае А + + m”) 
„\ ðr тд rL рдт ar ragar rag rap 3z? ara。 


+2 a|, Iç z Фи. д» s] _ ар. Е e, p 12e) 
тю r se * tapar rar 2 e rag rrap 


Е ae + +2) Jeus [42.5 Za) | жа) 
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2975] ya, |a|55.2sJlo- a| 25.25252 28 
рде э? 172 грах ШЕЕ të rap РЕ tərəz 
2 [3u Pu, әш, Pw, ]+ (= н) ( Е Pu, ди 
+203 Da y z 3 2+ Е. 
ри [2 ar arrap” ar Irap @- у» тард 
а а Po, 99, 3 2 
et [а 2u, 2w, 9 ш, 
rap [2 rayaz 3z? rar riag rapragar  гаргдрдх 


2 
= 
rior azar ә, кер ЕРЕ, 


2, |? 2 а? а 
[a- b 6+ Та + De p Te 
rap 


аф 


2 {аи Pu 
ри (2... az =)] (11-411) 
式 (11-4-11) 是 柱 坐 标 系 下 不 可 压缩 满 流 能 晤 微分 方程 ， 当 定常 流 去 掉 含 站 项 。 
11.4.4 动量 矩 微分 方程 
依 无 坐标 系 下 不 可 压缩 潮流 动量 矩 微 分 方程 式 (3-4-3): 
ОЕА +У+У(гх ppV) 
=(rXf)o+V'(rxP) 
将 式 (11-4-1) 代 入 上 式 得 
BLrxplpV tp Vr V: (rX pV- V) = (rx) + У (РХ P) (11-4-12) 
2 
将 p，92，93 作 为 参 变量 ，r 原 是 参 变量 ，p 为 常量 ， 则 式 (11-4-12) 为 
rx + рх 2. ЭГУ, У) + раг (VVV У) егу rx VP (11-4-13) 
转变 为 柱 坐 标 系 下 对 应 方程 
ИТ; alfau Əuj| . 1[ди, ди,\де, 
人 а, ee и е1 а 
a 1 а а 1[ди, әи\ 1 |әи, 
tule krapi 26+ з + 全 + БЕЗЛ ЕЕЕ: 
au 1ae 21 де, 2, 25% av, 
“тө 22405 eet ar е] өө a| | 
1 {9v, ave ә 11az。 an 1 (ао, am |де, 
vL es FARA bi е ar tde 2] 
3 1 (дш, шү, ez а 1 (до, дш, 
Де ər + 党] 21 w, = + z], [e тдфш, | ər trae 
1 1aw。 д,„\де, а 1 (ә, әш, 2. де, 
Жы | ar trap Z] Де ər e)a w,\ ar rap =] 
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л (11-4-13У 


эу 91 ди, 
ху рхи ууна ни тА || [кд 


ә 1 | a ue) 112 u, 2u) | [2 1 |ди, "| 
+ yapt azli ги, rapt Эк] 1' “194, 党 + az | Jle 


{ [z 2 цана 9) абз) 
8 Тара, ат 95) тч, дт дк 
也 工 ?za 22) J} | Ea 2w.) ] | 11 2w.) | 
„| э, + l Jeet 09 аг, ar +738 门 “zeLragwe ar ШЕТ 
21 [2 ЕЯ \= ley Я 
tulit ar trag е, =й < V. P (11-4-13) 


利用 柱 坐 标 系 下 动量 微分 方程 式 (11-4- 5) 至 式 (11-4-7)， 将 式 (11-4-13) 按 三 个 方向 


e, ер е, 分 别 列 出 
3w, ду, v I ЕЕ aw) ] - [L +2) ]} Е Да 3 1 
АССИГИ эл] 1217 Aara 
ðw, дч, ә (224 эш] ‚|2 „(ж дш, 站 - „Ды Дї 
дш, дщ — 1 д, 
| дг ORE Ээ; n аф Ж, zw, ar ар [з тор 
әу, amv ə 1(2= 22) - ы |] |+» =|] 
— 十 一 多 时 十 一 2 
EARE ar “az ar Ж Эш, ar 
ол Ц 28-168 ё, a-d + е Pw, дш 
= тарт "ear tirz 222 * Дә, + + 
š (зн „ә зе |] Pl о, Эз, \+а- Ын Кал 
+2Ф' z a t ropropazl 1 "L Nag rap ДЕ 2 


2 2. 2 
Pus au。 _ әз.) ЕЕ ёо, дә, 9 "= ] де) 1 


+758ar+7ra9az rg Эг aap dz azrag r\ar 
(11-4-14) 
ди, әш, у | Ја du, 2] РЕ з), р i 
m r a 2P Lu \ z a Sr wl ar + rap WA m 
ди, дш, FEAE бш) + H ‚= |] ЕЕ 2) |) 
(2.5). rapu\rap az sapt azl he TAT 


"кзы olga a eae 
п arw, ar + тар! d irapw\ ar rap БЕРАРА 


2 
二 1| _ ар, др ЕЕ аи, ЕЕ 
-cr 


2 
= “r унг. Fu, + A z) +2ọ $y (2 Pu, seže) | -= [;®=+а-#® 
azar ә? rag rap rõgrðgðr ƏzƏ9zƏr Ku 
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5 + pt araz rapaz ] (11-4-15) 
з-на ЕЦ 
Ta "ra 2917 ar * әх) | "rlulrap az 291" 14го ar 
де, a 1|am 2a) л 11/2% 2) ] da am 2z) J) { а 
k t ka ar 61 rw эы] [ж эө ЕЗИ 
1 [ди, з“) E 1 гш) 1 1[ди, 2) [2 E 2e) J)) 

[+в + vel тари, 党 + 党 таар az] waswlrap+3z 
u, Әә, Pu, а, 

Е ар_, др е _ ve = 25 o 

Srde rft a КЕТ КЫ ЕЕ 58) на-• ШЕН ar? tragar 


Pu, Pop 3). Дәо, Фо, ә, ә, ) i МЫ | „| 
< + $, N 3. s 一 
+ trape yap] P t | r aap t 2z + 
ди, Pu Ži pf Ži „2% Pu, КІ ёи, 
Ж +(1-9 3, 2 +2 +, 
rap zapr +249. + Пар әд дәф Е ЕРЕЕН 
(11-4-16) 


2 2, 2 
(53 Pw, Pw, Zw) agir 3w, Pw, дш, Pw, 


Әх 3z? rapraygaz 


Pu, ш 


ә? 2 


24(11-4-14) #5(11-4-16), EBRA F ЖИЕН НОЕ ЖОЛУ 7 Fa, 


11.5 可 压缩 注 流 微分 方程 组 


本 节 特 点 : 流体 在 运动 过 程 中 ， 密 度 变化 ， 涡 旋 的 密度 p, 在 平移 运动 微 团 的 流 场 运动 ， 
所 到 之 处 ， 其 压力 自动 调节 到 与 所 在 地 流体 压力 一 样 ， 但 其 密度 p,， 温 度 T, 与 该 地 的 流体 


不 同 。 
以 下 推导 ， 要 应 用 可 压缩 流体 的 法 向 应 力 表达 式 ， 由 流体 力学 可 知 
ar=| - -Ф„х+у] +24 56 (11-5-1) 
pm= -p-2pnv'v) «|же + (11-5-2) 
pa- (-в- 2чу) +2p (11-5-3) 


1.5.1 连续 性 微分 方程 
将 无 坐标 系 下 可 压缩 清流 式 (3-7-1)， 变 成 柱 坐 标 系 下 对 应 方程 : 


D 
p Pt- pe+p,v V+pv v=0 


利用 式 (4-5-1) 将 式 (3-7-1) 改 为 


De. D 2-1) (2 k “la 
Bes D |£ 1 +e( 7,7 Y+ v v] =0 (11-5-4) 


引入 式 (4-5-2) 与 式 (4-5-7)， 则 为 
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[gp(e-D+1Be+p(av'VirY'V)=0 (11-5-4) 
将 式 (4-3-49) 至 式 (4-3-51) 变 成 对 应 柱 坐 标 系 下 公式 ， 代 入 式 (11-5-4) ， 全 式 除 以 p， 对 
应 1kg 流体 而 言 
De _ ау[ди, ди, _ а» [д%„ am 
[#(а«-1)+1} у Ep бағ) ы а= ] [。 (e+D 2| Эк а) 
ИЧЕ 1-е (11-5-5) 


式 (11-5-5) 就 是 柱 坐 标 系 下 可 压缩 满 流连 续 性 微分 方程 。 一 般 情况 下 ， 应 用 无 坐标 系 下 连续 
性 微分 方程 式 (3-7-1)“， 将 它们 代入 动量 能量、 动量 矩 的 无 坐标 系 下 的 方程 ， 以 得 到 简化 
公式 。 
11.5.2 动量 微分 方程 

为 推导 柱 坐 标 系 下 可 压缩 注 流 动量 微分 方程 ， 先 列 出 式 (3-7-2): 

ppv) + pi ВУ) +р,У,(У+У) +рУ(У+У)=/Гер,+(1- ф)р1+ V: P 


将 式 (3-7-1) 代 入 式 (3-7-2)” 


D(psV,) D Рр, р, 
De +P DPV) А тт Be у-у) +рУУ Уу 


= у фо,+(1- ф)р]+ V P (3-7-2) 
ol Bo., - v, 2e D: +а- o|o- v, Be) (У-У) 
= //[фо,+ (1- ф)р]+ V: P (3-7-2)” 
DV, Ор, D, D, 
| DY De йр Т v, 2 +(1- plo РУ Y+vBe-vBej+pCv-voOv'y 
оа Р (3-7-2)” 


Фо, pY ОУ, a-p) DY Ysa- Xv- voe gte (V-V)V'V 
= (фо, + (1- ет: Р (3-7-2)” 
将 式 (4-5-1) 代 入 式 (3-7-2)”， 除 以 p 


TDv, 
PT, Dt 


Pe Лу +а- (у-ур + Vv (У-У) 


-Дет@-#]+1У+Р (11-5-6) 


将 式 (4-5-2) 与 式 (4-5-7) 代 入 式 (11-5-6) 
DY, DV, _DY 
De *#\& Dr pe 


= +(@- 1+ Уер (11-5-6)” 


Rp, а=1, 将 变 成 柱 坐标 系 下 对 应 方程 。 为 此 ， 利 用 式 (4-3-49) 至 式 (4-3-51)， 将 涡 旋 


|+а-ө‹у- МОРЗ 二 De+ y.y (У-У, 
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微 团 速度 变 成 连续 相 速 度 。 junta yan teu 
ди, ди, ди, ди, Pu, Pu, 
ә: t Hr ar + еар U az -rofa э эг та ырш a-o 


10р Я а 1 (аи, 2u) а 1 (2u ы) + 21 aw 2) ] 
ер: 2L” aru, тт иж Е W: эги (гэр ак 


(2.2 
тәф az 


=[(а-1)е+1]/,- -2+ [4 -55) +2 


+@-= ДЕ ve ш, ди, x]. pr 
Ра rapar + ауага 7299 t 


Pu, СУ Pu, Pw 


zew 
+e rapae akar 
дъ, Pv, pew ] 
arrayar ðr Ərəz 


(11-5-7) 


ar? 
w, 


ах, 
е) 
ЕЛ +u, 


аъ, зә [ а» | 20, Po ] v 

— 一 一 一 

А7 Е е (а= Dg- 2%, ae os. ta-o 

1Do ,> x 21 ч КУЕ а 12% „2 | кш, ә 1 2 |] 
pDt 2 “raru, ar az ?rapvp\ ar tp дт 
ia ди, 


ат = 4 20, 2 ди, 2 92, o } 
[(a- Dp +107, 229 "8 22917 3rapðr 375935 ar? trapar 
2 а 2 
РЕЧЕНИЦИ 
r 


tapsi эл 4 r5gra93ar+2t raprapaz T 


里 十 
k 


e Tte 


2 
+(1-ф3) 


са 


аар a (Pu Pw, 


dw, дщ, дщ, [ ЕСИ J а 

ж Ur ar + трча ак + (2-09, 2w, arat trapat) | © ас т 
„°ч | 工 De + +[% 3 1|дш әш, а 4 да) + 2254,24] 
+ аф p Dr * 2L" arw) ar е 2 as 让 ar +rap 
2 ар 4 [555 -2(#= ДЕЗ а Pw, 
= =, + - 

Са 0+0, ос +903752 3l araz + Trp) oraz 

Pup Pw, 


du, Pu, Iv, Pv, 
trazog ag 


ar 86: 


2 

32| = 一 之 2—2 
NRA | Эк 0z? + дктддр ] (1-5-9) 
Фе АКА аркы 
аи, ди, аи, СЕА [ Al Pu, Pu, | " 
ae Tu, э, РЫ w, > r+ tp (a-D -2 дрн жо "а-в 
аи, ди,\ 10р Al 3 1([ди, гш) a 1 з) ди. ди. 
ЕЕ ор: * 2. rap az +v, Кар Vata +w, 

Е Е 4 и, (== 

= [0а -1)ф+1]7, 2. [its Er Е 529° 

Pu, Pu ae au, | 2 әм, Pu, аии, 

+ #32. 


| 


Ко rap z 


ч) +(1- ө?) 


+ —+—+ 
riag’ тдфдт 3z? rap 
ах, ðv, av, ао, 1? e Pv, КЕ 
аз, и 99е р, 99а р 89е Уе = e) |+ 
э: tu әт егар дк r Р (а -522- ға; +202) | * 1-00 


raprapar Әх Jz? ] а1з-10) 
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ао, are| 1рр [ 31 э e p ue) ә 1025,2 2u) + 1 (2% +2) ] 
E и) 2р0. “raru, azl * e rapu, ar + каа 


ИСЕ _ ар EN ат.) 2| Žo Zue) 2 
16-0 +107, map 903 (даа ае) 3 lapi аа) + (= p 


2 2 2, 2, 2 
Е ve Pue дш, _ Zue) + [2% Zue ‚2% Ze) + oi] ] 
3r? тдфрдт ragaz riag ðrrðpðr 3zazar ðr 
(11-5-11) 
дш, дш, 3w, аш, | ёш, Pw, 0) дш, 
Bt ar +9 rag + z f P| (一 уа уа +i Pu, ar 
4 10р 4 sfa лм, эщ в „+°® 1 (2m, + 号 |] 
tap pDt 21“ drw, \ 2 + e= е +, 21. tap 
2 
сла 下 а. 2 [2 ёш, Zu), 
[(а-1)е+1]/, paz "|3 ә? ШЕР -5 a- °) 
Pw, Pw, Sm) + dw, Pw, Iw, Pw, |] 
i z. z „$- 
lt AN 2 Br 3732 一 75875995 (11-5-12) 


式 (11-5-10) 至 式 (11-5-12) 三 式 ， 就 是 柱 坐 标 系 下 可 压缩 测 流 动量 微分 方程 ， 定 常 流 
изчи, 
11.5.3 能量 微分 方程 

依 式 (3-7-4): 

a A 


=V: (AVT) + рав + f(gp,V,+ р.р) + У РСЗ V,+ V) 
将 式 (3-7-1) 代 入 上 式 ， 化 简 后 为 


bl (feag У) Jev- Узе, +H) -ofe $) 


У р 
lar Flee- eR 


=V: (АУТ) + да+ flg, V,+ (1 ф)рУ]+ V-P-[eÍ V,+(1- 93) V] (1-5-13) 
利用 式 (4-5-1) 与 式 (4-5-2)， 为 近似 处 理 ， 取 To<0， 当 To>T， 式 (4-5-2) 取 (+ ) 号 ， 
当 To<T， 取 (- ) 号 。 


-BF, 


T,=T(1+ у (4-5-2) 


q=1te F (11-5-14) 
ж, Telsa, т,=яТ, e= CT, e= CsT, 将 它们 代入 式 (11-5-13) 
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卫 el cr+)]+ [çra-o+1oz- v5]v: v+ Dl Tta -ст- 2 


vl р [ уре 
++[слт+#]@сга-»)- Слт 2 D: 


+ (AVT) +pgR+f[oy+ Ф(р,У,—рУ)1+ V. P-[e3 V,+ (1- ?)У] 


(11-5-13)” 
如 [el cr+ x] +,[сга-я)+1(у°- vd ]у: v+ p Bofa% vr x) 
dor? :) [pca - 2T = pe] 
=y: AYT) E А EPEE Е (11-5-13)” 
全 式 除 以 p， 并 按 流体 力学 有 意义 原则 整理 为 
(стн) (от) Ве у-у v[cra-.)+1e2- vD] 
а В (от ilea- 
(11-5-13)” 


«17: (АУТ) +аъ+ 71У + plav,- WI+ [v+ gtv,- У)]- УР 


转化 柱 名 标 系 ， 只 含 连续 相 变量 的 微分 方程 


D р У} De 2 28 TA > 
2(ст+ у) +[сг+ у ` СЕ [гота п) 

y | ди, ди, дъ, 
Ж az + ar 
Dp 
орг 


ди, ди, Әә, Ivy дш, дш, 但 [ 
жуй r e е z 
v Be a e a ea e T кш Jelle- D- ? 


avp дш, 


Vo e 
Е az * ы ar Эң 


до, дш, 2w) 
Р fo 
rr tro [ce DD 


у? а а а. а. а. 
2 Hr p иы Ре р Г en- 


+[car+ 4- 2\rap+az+ar+az+ar 
= [ET SI PT -党 [+ ди, a) (= 
plar ray 3z tart furt fprpt fewe— 2 где! az r+ ər 


[4 Pu, а) -3 Pog жы) 


„9%»| +-1 ЕЕ ] рәр Е 

Эк] * wl д; әр pr part ə rap!) 3\rapar ' əzər 
+2[ 9, аш |]j + 人 -区 [iz -2| Zu Pw, ИД 
3 \rar ragaz ?| prap 3/2902 3\ragar trarag се 
ЕЕС 

“| paz 3 3z? 3\araz ragaz 2u\rap! дк a 

2, 2 2 

Pu, Pu, Pu, 26) эз "tua na 

23g rap ragar az azar 22, 


+ 
3z? +rayar+3raz 
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до, ду 2 (25 ао, Pu, ao。 av ) 2 [° 
Ve А ый е , ° e Ф Vo e | + o3y |2| Ze 
[ аг * э s) fa ИЕТ: У мыры" e a 


©з ‚эщ Pu) {дз „7 7ТЕ. ЕЗ 
2902 az73za9 1+» б. ar + az ld? a 
Pw, Pw, (®= Pw, dw, Pw, ) 
+ š < z ` 11-5-1: 
Eraz raporl "2p + (125215) 


式 (11-5-15) 就 是 可 压缩 汕 流 在 柱 坐标 系 下 能 量 微分 方程 ， 当 定常 流 去 挤 含 六 项 。 
11.5.4 动量 矩 微 分 方程 
将 式 (3-7-1) 代入 式 (3-7-3) 


D(rx p,V, 

(xn 2- Ca v21 [ет +- 9)PBe+ pv， v]+a- pex 
a E (rxP) (3-7-3) 
整理 为 
D(r x pV) 


D: +e [rx(psV,~pV)]+ Vv[rxp(V-V)]-(rxV,) 
[e +G.) -Be]=rxtep,+ -polf+ V: (rx Р) 6-7-37 
HeT, BTRARG-7-3Y, ЖЗ (4-5-2), HRU-5-DRX 
rxpv)+ р [т^ хр(а®У,- У)]+ V- V [rX (V У)]-(гх v) 


[gp(e-1D-1Be=[l+p(e-D)]o(rxPD+Y:(rxP) (11-5-16) 
对 式 (11-5-16) 各 项 分 别 进行 推演 


Be xov) = Poll V; = r3V2)e, + (rs V, т V3)e, + (r, V2- rx V.)e;] 
а 
0023-57) е + ЗУ Уз) ео (r1 Va У) е0 + р SEC Vs = 
а 
тУзде + (35У — ri Уз)е + (r1 Vx — rz У) ез] + V, Haq”? V; = rx V,)e), 
а 
+(rsVi ri Уз)е + (ry Vy = ra Vi)e;] + V3 нәр Уз = тУ›;)е,+ (rs V, 
а 
—riVs)e + (ri Vy т V)e;] + Уз үгә L (ra Vs У) + (rs Vy r, V3) 
37qs 
e,+ (r, V, — rz У)ез] 
=e (r-ra ове Уз) + u, 20да, ro) 


оь rap tE да па) ] + w, # Gas, ка) 


дю. 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


жетн, ~ rw) Be нер (У, туз) и, 20а, = ran) 
аа пац) -Erau поа) а, Gr) 
аа iso ы 


уулу тә t w, zre, тун] @ 
式 (11-5-16) 中 第 二 项 推导 


p Blirxplav,- V)]= Ф Шог x lav,- У)] 


D D 
= [rx (aV,- V)] D + фә p [r x (aV,- V)] (b) 
令 
ду. ду. ду, ду, 
>. РА Ри и род. Кагера. А = раш ра. S. 
в |а ШАГЫР; ie) ]-- DV, a то] 
(11-5-17) 
ду, ду. ду, 
4... К Р 2 Erter РЕ к m =: + кылы Po 
R=nl(e -Dd 2v, яры "m)l [e DV, RAEAN men] 
(11-5-18) 
ду, ду. ду, У, 
фе. k 05 A Е ү 12 kk 6 
= [e - -DV,- 12+ 人 nl Dv- aat +g. ] 
(11-5-19) 


(b) 项 推导 ， 除 以 o 可 简化 为 


ә ә 
«(Ее + Rie, + выл +o [2 (Re + Ке, + 103) + V, Hoq (Re * 800 + Ries) 


+V, H, F (82е, + Rje, + К?еу) + V, -5— н, Ет Rie +R}e,+ ао] 
32. 622R; e 9R1 
Hag Нда, Н, әд 
ЕЯ 29е, ， Еде, +n] ] [ е aR2 e, Әк; аз) Кае, 
ГТ ТУТА Н,24 H,9q, Н, д9; Н, 
p Ra?e, йге], 228. в, әв), (Ba, Roe, ац) ]| 
H,9q, H,9q, H,3q, HsƏq, H,3q,) \H,ðq, H,ðq, H,9qs 


= p(Riel + Rle,+ вер + + Rie,+ Ries)+ v| 


2 

е әк; _ С e390R? 

Hiag: * H,Əq) ` Hda, 
$ z _ e298 e081) | ві е;ән Ri ану [2 әк; ez 9R1 
Hi\ H,3q, H3aqs) HiH23g H,H;Əq; 2LH,Əq, H,Əq; 


=p(Rie+ Ries+ Rie De + ЕЕ +Rle,+ Ке) + Е 
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e, 2R Ез ерән, Bfe e,3H, elaH2 Ri ән] [= әр} 

Н,99 ` Н,Н, әд; H,ðq, Н; 94," Н.Н, әд; 3LH3 393 
2 2 

едЕ), едЕ! В; е; ән, RiesoHs Е _ el ән, - 38] 

H,3q, H,;9q, Hs,;Hi9q, HsH,;9q, Hs\ Н; д9; H,Ə9q, 


= (Re, + Кіе + Rien DE +o [E (R) + Rie, + Rie) + у. (е, 281+ e, ZRI 


СЕН 
+e, Zm) + vale, a R? +e, -R1 + e, —R? + ËR? - e, Lpi) + vale ap 
22 2106, rapt 6 rap 3 rap ll г“? 6. 43 30 а5*2 
+e, вже, žr) ] (b) 
推导 式 (11-5-16) 中 第 三 项 
УУ [ох (У У,)]= 1. Х(У- У) У У)р+р(У:У)[РХ(У- У,)] (c) 
首先 将 式 (c) 除 以 pe， 令 
ra| 2V. ду, ау, 
к= Pk з + Vi 2+ 1) 11-5-20 
АКЕЛ: унаа? H;9qs Ë } 
ra| 2V3 гу, |_ ma-aV әу, 
= 11-5-21 
Ra V, Hq, H;9q; V, Н\даү Н, ‹ ? 
(av ，aVa ] | ду, avi) PAEA 
Re Уз\Н\да, H;9q,) VilH29g, Н; 


将 式 (11-5-20) 一 式 (11-5-22) 代 入 式 (c) 
V,v[mrx(y- У [Roe + Raes+t ое )СУ Vpt eV: УЭЕ» + Ral V: Ver 
te VVIRat Ra(V vetel VV)Ra+ Ra(V.v)e,)] 


-让 [aa + Куе, + ез) (У: У)р+е(УУ)В + е(У:У)В 


деу де де 
atv Rot Rev BG Узи дЫ" ЗН; 
| | | ü 
*Rs|Yi Haq V2 Haa У Haq) ` R| Yi Haq 


де. де. 
Рег ЧЮ РЕ. МЕ 
t Y: Hpg Уз на] 
= [E Reit Ra е) (Vv)p+ е1(У'У)К 
е; е А 
+е,(У У) +ез(У:У)Е | +В, V, нау A (с) 


推导 式 (11-5-16) 中 第 四 项 ， 除 以 p， 则 
(rx vigla - 1) 1002 
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=[g(a-D-1](rxv)Pe 
ду, 2V, ӘУ; 
нере Hant Дв 中 wm- я Taa) lja 
агу, ау, ду. ду. 
+ aa) alz t ma ]) 
ду, ау, у, 3V, 
(„р-я пазна, helva Нуда; * +55) ])4) ta 
推导 式 (11-5-16) 右 边 第 一 项 ， 除 以 p 
[1+ 2(a -1)](r x f) 
= 1+ (а - 000 та) е t (rs fi т) ез + (ri fx rafi)es] (е) 
推导 式 (11-5-16) 右 边 第 二 项 
V':(rxPp)=V'[rx(piel+ pre: + pses)] 
=V [ех [рце + Рез + Piaes)e)i + (Ре + paez + Рэзез)е; + (Рие + 
pazez t Рэзез)е;1\ 
=V: {rX [el pnei + puert paes) t el pne, t puert paes) + esl pnt 
+ prez+ Рууе;)1! 
= V: |[rz(Pise) + Розе + paes) -rsl pne, + Pez + p32e3)]ert [rs (Pn 
e,t puert pae3) — ri (pue) + Рэзез + Рэзез)ез1\ 
-nli ЕА Е e29H, ездн; + 929p Рае 9Hi 039p33 
194; Hi\ Hq, Нуда) Н, д9, HiH29g, Н; да, 
сле [E+ baf _ %9Н,_е;9Ну\ , едра 
H, Ha3 393 Н, а; Hı Н, 9, Наа; да; 


„2а едн, | Raa Ral „ри п?н, агра 
H, Н, 29; mea H, Hs9g3 Н, Әә H, дч; H,9q; 


+ 加 | _ e 9H,_ er „39Р аа. [гв 
Н,\ Н;дв, бза Ўн, 392 Н.Н; 29; Н, 29; 
bu ez Н, + 2902, P2| _ e3 3H2 elL3H2z| _ 0639p3 | Рзз ез 2] 
H, H, дч, *H,ðq H) H;9q, H,Əq,| * H,Əq; + H, Haq, 
РЕ: [25 py 2222H; | САСА WAKA N e039p32 
ILH, 3q, HyH,9q, H,3q, H3H29g, Н; даз 


2 si 9H;_ а РЕ Pues39H3 e2 9 力 21 
Ўн, H,3q, Hag Hs9q, H;Hi9q, Н; даз 
Рл ёз ан; ездру +a el13H3 ез 2H) ] 9) 
НН, 59 Ну2а3 ` Hs\ Нә, Н, Эа; 
将 (f) 项 变 成 坐标 系 对 应 的 公式 


2 (22, Pu | 2 Әш,„д?ш, ] 2{ Pw, аъ, 
ДУ; А ‚| + ро ws |+ [ — > | аон 
„ева ? | Dr t azar +29 2, эз РОР?) горах + azar 
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2 дш, Pw, [ ap, | 42w -22u Že) ]}- „lel 3 ЗЕ 
+2ф3 рл ва tej 9+3 Ja 3 2⁄2 5900; и(1- е?) 
Pu, _ 13v Pu, 2и, Pw, 


„ёт, а 4 
+e 3 vvea ve -2 Ast 
tapar rar? 5) +267 ШИРЕ =] | ər ft 


аи, и о, Pw, 
‚АЖ, ү э < S — + 
гат 72 =]. Р ДЕ жеры 


2 2 
a зв ты. Š DE ” 52 (2) ] 
37a997 3,262 'гдкдр| аи Ти(1-?) Ti +2 р З Е 


3759ar 3 3r? Əzər 


2 (ао, Fu а 
БААГА -22 
+29 pe 3 =ч гаф 


1 | 43u, 239 23w, | Ea Pw, 
aya = е _ + Е 
К АДЕЕТ 3993 3 ]+e[ea- ДЕ rapar +260, 
ди, ди, |- „| h |Pw, Pu, рәш, 19.) 2 [2 Р 
4 ее [а-у аА rrap rael P Nap 
2 (аш, а? Bu。 19w 1ди, ПУ, 
АЕ ПЕ 53 ралар дт tr or) 2? М 


aw, 3? 2 2 2 Pu 
МАН [ Е57 4 Tue 2T 2а 
rapriag ər =L ra 3rðzðp 3rðpðr 3,29? 


Pu, _ 199 25), gz ] әр, ра: 4 до, 
š & %. i (2.20, 
+. eu- POl Sraz на trapar rraz) `2? РА Әг araz +1-5+ 372905 


2 и 29, „19% Pu, Pw, ,au Pv, 
5559273702, tefua- + +28 ы”, 


337as 3 Jz? ` rər 7593z ЕРЕЕН 
2 2 2 2 
әр EAE _ ZJ] A| Zie „^+ 
- - P + | > - 2. + 
„(е әх AI33araz Згәфдх н 322 117% [ea- P lapiz araz Iraz 


з} 


аи, а?. 
пм) 
ЦУ 
(а), ЖОУЙШо 后 ， 与 式 (b) ， 式 (ec)"， 式 (d)， 式 (e) 一 起 代入 式 (11-5-16)， 按 
力矩 定义 确定 转轴 ， 分 别 列 出 


а а 9 
(пио, = га, 22 + Ii eT Tvp) + u, э (rg, то) + арон 一 razp) 


v, ди, Z=]. [ ДЕЗ „© 
125] +295 Mt ragrapaz)t НОР) 22 t araz 


21: з 9 p3 
+ Lew rw) |, Z (тую, е) + oR? Re + [282 +u, RR itul 25-85 


1p3 -R3]+ 了 上 Ra], 工 sga 
+240) += RR3]+ 31а v-et Rat n А бар 
_ xv (аш, дш, Е ES ч) ре 
(„е | Ir “ray 1-45 212г + az) |] De 
4w, 2 дш, 


= zi = l| ар, ар. | (+ z 
tela -D-1 Er | teaa) -r 


` 294 + 工程 素 ( 注 ) 流 力学 


(+2% Pu 2n -Af Ë °, ёш, Pw, Pue Pue Poup ] 
3ragar 3,2902 Tropar Әгд ar rap “әгәр 
aw, Pw Iw, Pw, „До а?у, 3v, 3v, )) 
2 , z t z E | _ те s— e 
NERF А ar 3r? traprapar ar ap? * dx Izar (11-5-23) 


Ce ra) +u, ra, rw) +, [25 са гау 


1 k D, 1 а 
-Lr -rw) |+ w, Era, rw) + ы [21+ 21+ ol і 


1p! 21], 2[1 ze] 1 
5; lg!) +w, 21]+ ZER Vetva- Russ]+1 0168-0-10) 


+5, 5=)]-„[ы,- (2, =)]|ре 
ЕЕ EAE "08 2w ar *rapl JÍ De 


= 1 u, даи, 
Si+ gla- DIS, = rf) + ri ЯЕ hr lia 37ar 


23u, „ищ, 4 ш, 29, _ 3 [ [z Pu, 
“эө? "(Зуара 3 az] ОР) agit rapaz 
Pu, _1дщ)_ [ёш Zw дш ёш _ a) J+ 3, [1 ЕЗИ 
rayar rrag) “rayar pag? r ar rapaz ғғӘф) 1? Lr\rag 
au Pu, I aw, Pw, КГА Pw, :)+ цзы 2.7) 
+2 а kuk 7292061 (11-5-24) 
а 
СЕА -r+ Zm- ти жа, 2. (едут) + ve 50, паи) + w, эс 
2 Do 2p? 2p? „Жы |. š 
ЕЕ rg) + Ri De р ВЕ Ri+tu ZRI+ vw, i+ w, ZR? 引 + slira V)o 
аъ, %)) [ v [ ди, ди, [Р 
. + EY | Ф э r r Мр 
+(у а] + (а 1) п, [e-z 2 + 二 [+ 由) 
Pu, 2 
z B 1 ар 48% ,28%\_ 
=t gla- Dirdre) + 0(5, E-ra +, онаа 
(42%, 2и, | zaz у; Pu, Pu ә, _ 199, Pu, Pu, 
33raz 3 ar? P |r| araz 2.2 razəp т дк] "гәрәз t 222 


2 2, 2 2 
Pu, ) 12 [, (552, ‚эы? | _,„ [аш au ди, u, 
azar r| 3r 9rəz Әх Iz? P|rðprðpðz az 3z? 


] 


(11-5-25) 
25(11-5-23) #5(1-5-25) НАА FR Rs ik ЖОР ЖОЛУ, ЖИЙ 


маг. 
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第 12 章 球 坐 标 系 流体 运动 微分 方程 


本 章 讨论 不 可 压缩 与 可 压缩 两 种 情况 下 的 满 流 运动 。 球 坐标 系 选 定 如 图 12-1 所 示 。 由 
流体 力学 可 知 
pr= -p+t2p = 


доу u, 
pm = -p+2p| 122e y te 


E z) 
=-p+ ШЕ ai E A те 
Pe" P z|- Әр тт б, 


2 (路 + 至 л 
pe= po= k(t- 


ðr r 


Di ~.) 
= = р A ==... < 
P= Pe Е шаба; Sot 地 


2 2 121 RRR 
Ра Ран +r D 
球 坐 标 系 下 水 流 附 加 剪 应力 为 
Да? 
gazow [22] @ 
, ‚[гч,\* 
P | = рї E (h) 
; Дах, | А 
s= | 252] ч) 
РО, БАС 7 2 И 
a =) 0) 
= Pt || (к) 
P w= prsingag 
2 
ЕЕ) O 


12.1 ЖЫП FEF #8 #ü 8⁄8 9 2 ЛЛ EA 


所 谓 方程 组 ， 是 指 连续 性 、 动 量 、 能 量 、 动 量 矩 四 个 方程 。 
12.1.1 连续 性 微分 方程 
依 不 可 压缩 无 坐标 系 下 连续 性 微分 方程 式 (3-4-1)， 可 得 


* 296 - те&(ж)йлЛ# 


u, ди, оду, ди, _ 2yf| 2 (аи, 2u) 21 ди, ди, |] 
27 +a +99 tragt rinbap ? 2 \ru\730 завод! ` Ər|u,lrƏ0 + raingap 
со: 1 [аъ доу ) a BE A |] а É ae 2w) ]) 
+. + ar + raingag) ‘тә, ar +7sinb39| |* rsingapL wl ar * 730 
(12-1-1) 
12.1.2 动量 微分 方程 
将 式 (3-4-1) 
2 
PVV, = ФУУ 
代入 式 (3-4-2)，p,= p= 常数 ， 全 式 除 以 p， 展 开 ， 合 并 ， 整 理 为 
2 
күкне сүр рр (12-1-2) 


а а 1 ди, |, ә 1[3w aw „+ 2 | дш, | 
017-19 ЗЕЕ ат аго, Ir *гыпбӘр/ ` дгш„\ ar rag | ° 
22 a [а (аи, Әди, Je, 1 [2% ах, ) 1 E дш, ] 

3 +> Ача 里 2. 
to 2 A 736 + rsin02ç Ir *гыпбдр ar trap)? 
а ЗЕЯ ди, |, 1[2% Әх, ) 1 (20, ae e] 

+ + $ 
E Al 190  ran099 |” ar T rsin0əç | ar Trap l° 

ә БЕЛ ди, 1 (ж avg Р vae dwy 

We rsingag u, 1790 + reingag ar + ra0 


Я! 


1га 
sfr | э, Pre, + Dato + paps) + s Pafe + befe) + apt Pafo + ье] 


+l 
е ar “rsin039 


(12-1-2) 
ачу. а 1 (ди, Әди, ) 21.19 аә, | a 1 (әш, ae ] 
ЕТМ #22 73b+rsinb58j Әг, ar 'rsin0Əg| 2 atw, ar Í rag le 


Я = [ а 工 | auc ди, |+} au Әди, \9e, a эч, ач, | 
P Wr ler Iru, Ет +5169 „1790 trsingag a e Ir vel ər rsingag 
Ivg до, |+ а 1 au。 au。 1 (дш, ш) ге] 


1 
+ + 
ar treingap| or °#Әгш,\ ar ' 720] wl ar +790 


А [e a 1 ги, ди, 1 Pur ди, ER? 3 1 az ОЛ | 
voler ragu,\ra0 ғеїпбдф! и,\ғ90 rsinb39)ra0 % rað vg а теіпбдф 
1 (2% au \де; 3 1 (20, ae 1 [2 аш, зе.) 
ИЛЕР 08 ragt eo табит (аг таф wl ar + тар)гәр] “+ 
р 8:817 ди, |+} ди, ди, ) де, 3 1faw Әх | 
е кыпбдри, = +rsnb3p) ` u, rƏ0 тзшбдр падр % жк ar +7rsnb39 
„1[#,_#% | ea 8 1 [2,2 ч), L (2 a] 
»\ дг + rsin0Əg| гавар бә тыпбӘрш„\ ar тәр) w, ж rsin09g 
= 1[, ар, E 31 Ibo , pareral е1, 2р 19r 
= 了 + 一 = 
ft p| ar Р" ag raple or + 1 әу T Peg trag {Регар 
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+ eo pes 2а - er _ + 2) + Ea, Раст, Әр + “ад тзіпб 


r 90 Әр 69| r әв * r аб ersnbg9g” rsingar 
eooo |， espoearsing | , Po | Pæ -se _ агил.) G2-1-2Y 
rsingagp “rsing Әг + errsingap rsing ər ra0 


uc _ e+ 电工 22 am | + 21 


СРЕ РЕВ -Flir + e, e 
2:042, t ue t Weg ataurlrag rsinb3g) 9tvo\ ar *rsinbap! 9tw, 


дш» до), э, [г Ka |+ allaw Әәә, ) PRE: 
( rag Cr Е гыпбдр/ “arul ar trsingagp) ep 3r 
(e САК i te, LL: IT] k T 
! ША жей! *® эшэ уай] Jele таша; 
T 78 ыз? 205+ | % жебе Ir нр] + seu 
а еар t PETEA ED ar +2) - Е “ој. эе 2a) ]) 
лели, |] -3 25) [а-в E н 109.5]. 
加 
„[ка-»® + + раро +], +e Hal- р) 


2 [аъ,\2 а әр 12u ] 
am -2t | 二 
АЕ [+4 rag 20239 * 590 el rt 


(Ж „в _ v 
ar tra0™ т 
ðv, Га? Pw, 1 ш, J 
8 r 8 ü 29 一 2 
2л | лә t ч], sea- ? b| 22 2 = БЕП yag + == 72) + 


2 ах, ёо, | E 
Шы. ЧАНАК. ЭШЕ Е. ——- 
р Jre „@-?) тыпбдгдр /Zar oa rrsingap) * 


дш, Fw 2 (2ч аи, ) ， а) 
А + 一 03)| 一 2 | 一 
ему, i иав) ar Trsingap r ta 
Pw, Pu 1 au _ Pw, 
3 > w _ — ЛЕ 
«а Шр Жый о оне) еды 272-740 


2. 
1[,(1- ECL __ 2e) š Е 
„= [a-e ДЕХ +апбар 900 了 | t Ps (729 二 
2 2 
_—9Р 2ш, 1 9 u 1 ave |]- + 
al — релт [Г 179010 zsingap) |7 (er + 600010). 


[-ь+2, 


дш, 
e og 2) ] (12-1-2)” 
тзіпбаф r 
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Ben e е, 三 个 曲线 列 出 方程 : 
а _ v а 1 ЕЁ Е, 2 
ч, 2 ? ù = 736 te Р 


ЕЛ 
КЕЕ ЫЛЕ И 
aru, |738 trangap) J ™ ee 


Sl 


pa ди, ] 2964 +2“ ] 11 ди, ]| 
r u, 7ag+rsinbg39 + теіпбдфи, = rsing3g) ` r u,lrƏ0 rsin039 
оар (че, дч. ‚аш, > (2 
$ par +2y 2,2 + Pa Pantas A z + (2+ cot0) 2 +.[а- g?) agt 
Pu, KN Pu, „3ч au к КЕС Pu, |] 
rsin09çƏr ` 2902 r2sin203g т1д0 шыде rabrabar rsinbagprsinp39ar 
(12-1-3) 
2 -Ey l|, am Ë ц, METE ow | 
ər 29 21129 k ++ ч, 3r u \ д; r38 ve\ ar k 
11 


T U 


эӊ _д% + „| 3 l[2%_, Бу у Жн ЫЛ |]| 
ar Trsingag rsingapvol ar “rsing39) т vol ðr rsinb39 


2 
Z zs Sy; | Sp 型 _am _1 AORE 
= f praa ai 1* (1+ecotg)72 296 10010 дао |+ "L (1 93) Pi 
гъ, гъ, до, am -343 2, 
Fn0a9r55+ vio Og rarad + ecot reingap 300 | |"! 
Pl av Pv au ди, (ч)? 


12-1-3) 
гыпбдргыїпбдргд@ ` Ər rƏrə0 ‹ ) 

y 21 (2% дш, = 3 1 (аш, әш) + а 1 [2 дш, 

9% 29 tul э, тар) `7 2 |” arw ar +790) + wrodw,\ ar +70. 


Iw, дш, 


а 1 e 
Pi э ar +29) -+ +оо N a тад 


| 


2 2 2 
-oo 
f prsin09 ç {2 rsin? 03g? (+ oor) -anos эпе) ar2 


+ 
12962 
ёш, ёш, w, Iw, дш, aw, |] 
一 全 -一 十 ——— s a Ñ =... mh а. — æ — 
aor op rð - Gap + (е0 co 0)csc0 2 cotg(cscg+ 1)730 1+ з бәр 
Pw, ‚9 Pw, ) au \? [әш 7] Я 
й A А o „| + [22e 12-1-3 
72 HZ ar Ərrsin0Əç * rƏ0rƏ0rsin0Əp| + | ar ЕТ] ] х ) 


аз) каг зунан F, ЖЕГЕНИ А EL, манн, 
去 掉 含 六 项 。 


12.1.3 能量 微分 方程 
当 流 体 微 团 在 运动 过 程 中 ， 其 密度 保持 不 变 时 ， 无 坐标 系 ， 能 量 微分 方程 式 (3-4-4) 
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3 A 2 А 2 
АСЕ 
=1у.(уТ) ++ (pV, + рУ) + Гу P- giv, + pv) 
HRTEM EEE ЭЖЕ (3-4-1) 
PVV, +p V=0 
代入 式 (3-4-4)， 然 后 全 式 进行 推导 


alx) ‚ә Е 1? А (= % 
эг 2) +2» 2-2] рузу =) 
=TY'(VT)tqa t f-[V eV, )]+ T 7° P[V + oiv,- У)] (12-1-4) 


将 式 (12-1-4) 化 掉 分 散 相 涡 旋 徽 团 速度 v, 与 V,， 全 式 变 成 只 含 连续 相 速度 v, v. R 
H, Uu, h. w, 表示 的 连续 相 速 度 出 现 全 式 。 


а “уз, a дш, ， au ,am ， az дш, 2w) 
22412 7 гә + гаіпбаф + Әг +rsing39 дг {таб 
а а | дш, au Әә 3v дш, әш, 
s|" “r 3r * әд 高 + We rsingap) \7a0 "танов? ar +rsinbg39+ ar * 730 
2 

=TV'C(VT)+a t f-[V + ol, -VI+ V P[V + pi(v,- v] (12-1-4) 

а а а 
„=н, n | De Pa Pu. Pu Pus, Pus 

ət ә ? оа r902t rsin09gƏt ƏrƏt rsing39at 3rat тәбә: 


(25.2 „2u, Fw CE Pu, Pu, 
roar rsianb393r әу2 парог + PSoGRD2722 р ranar * 


гъ, + Pug 2ш, дш, Ж | Pu, К и, у DEA 
arr3a6 rsinb3gr36 ` ƏrrƏ0 ` 2992] * wel ra0rsingag r’sin 0g Эгтзіпбар + 
2, 2 
ао è ш, š Pwy |] 
ЕА arrsingap rabrsingag 


ËT, ат PT ди, Әди, 
2,2 ЕТОМ i иена r и, (路 | + 


s4 rað * rsingagp 
2 

цэм, am ү, 2w) ] | [= du, дщ и, 

far +reinoap 学 +961 1+ 12719,2 +228 rains ‚1° 


b S TE u Фа Pu, Фи, Әди au 
о+ 02.) [a ғ) аа лр 798° Fngap ` 
2 „fau, аи аи 22и, ) a ИІ ц. ди, J) 

Be $v r 
2p |a ш pari L"? Zu, r98 * sinop) 1* 
а? 
аъ 1 avg ] [ 2 E, до, 
аи 1299 r? узіпбар ] * LOPO 252 t абора * 


а, 


а? Pv, а а 
жыгу д» _1,д% ] 
7zsiazb392 2 六 36+ cscbcotg ingap 2 t 30 жей E| 


rr 
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2 
ао, 0, ‚(ге Ë Ф›1[д% ах, |] | [ 9 wo 
290 +1 + - 
Br 3738 1-5 prag | LTP Zul ar + садаф) 1' |2” 242222 


Pws _ Pw, 


Pw, Pu, 
2 2e 3 十 一 一 一 2 一 十 70е. ыа. 
atant 可 +- 9 h [Z 2 Сой Этыпбдр +9 G AN сод) 
ш дир Pw, 
ki 一 一 人 一 一 一 一 
я rar (1+ om0) дәр т f ЕЕ ar A 
ТЕТЫ = ==; TP 2w, a rað 
(12-1-4)” 


式 (12-1-4)* 就 是 球 坐标 系 下 不 可 压缩 涡流 能 量 微 分 方程 。 当 定常 流 时 ， TERETA 
零 。 
12.1.4 ”动量 矩 微 分 方程 
在 无 坐标 系 条 件 下 利用 动量 矩 守 便 原 则 建立 起 动量 矩 微 分 方程 式 (3-4-3) 
21. хр(ФУ, +; У)]+ V: V,(r x оу) + У: V(rX pV) 


=р(гхј) + У:(ғ хр) 
式 (3-4-3) 是 在 系统 体积 不 变 条 件 下 得 到 的 ， 现 在 讨论 流体 为 不 可 压缩 情况 下 ， 单 位 重量 下 
的 动量 矩 微 分 方程 。 因 此 全 式 除 以 p， 则 为 


Z Irx(gV.+ рту) УТУ горбу) +Y: V(rX ру) 
(хр Vrp) (3-4-3) 
将 不 可 压缩 湛 流 运动 时 连续 性 微分 方程 代入 式 (3-4-3)， 进 行 整 理 后 为 
二 (rxV) +a Lrxpg( VV - Фу V[rx (v - Vl=rxf+ T(rxp) (3-4-3) 
为 以 下 推导 简便 ， 令 


СЕБЕ е] [ыш] 0221-5) 

т [2 ьа) аан ar и] (12-15): 

а-ы! sy 
3rxm- 2 Е ЕЗ 7 йы} [е Е Е 


sea а 
w, + volar rsinb39 ЗЕ — žal mat 
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2 ДЕ Эйэ дею! ЕЕ; 
9 729 о, табу o ~ + ar +rsin039 8+ 


аш, че) + Е [22 “ass (ак, ди, |) 
a E vel ar rsinba8) и,\,90 'гыпбәр/ Г” 


=rxy+ 方 Yi(rxP) (12-1-6) 


=) 2 ш, 
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ә де, а 
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[R,]e, + u [R] +u 7981816 + ДЕЛ + ш, ый etw, икда] 
=rxf+4rx(V:P) (12-1-6)' 


9 а 0 а а r У 9 6 а 
exv- e иы ]-¥9, {Lu, ZIR +, 525 


[RJe, + wl RJ les + ш, азе Се, +u [R e, |+ [u, ZUR Jeg + v 255 


"аю; 
[Re w[RP]1 + w, КЕСИ legt wl REI., | + [u, 20870, + v 225 
[Re + wp рәр Rie,- Ele, + ecote)wr[R5] 
мон (12-1-6)” 


ә е Я Й 
Dirowp туд) Ф 9 ŽIRI- Z palu, IR) „+ їн, + wol Ro] „* LR] + 


p Tefa + (RP) (12-1-7) 


w, 

807] 
РИТЕ Све] - раа CREY, + СЕРТ, + o АТ, + we[R?] 
эбе, re) -žo 2, LRI, + [ЕТ], + = LR + 2 i 


el [RL ]=, 7 -rf, + (RP)? (12-1-7) 


9 а r и Й ry 
эт» па) = Зр PIR] -Zou LRT, + mw[R5] + woL RS] 0+0) 


w, [R;1]= r= rof, + (RP); (12-1-7У 
34(12-1-7) — 2012-1-77 

Pwe Pwe 1 
3r? ragar Е 


дш, әш, sm] 


IRT., = 六 [R= „2 ar +730 


302° 工程 素 ( 消 ) 流 力学 
1 [2° Pos | 11am _д% Е 
и [z ar? Сй ar . ағ (2-1-8) 
А 
rs 1 | w, u, ре 
[Re] = 22981 [去 КЕП 7 =, 
L| Žu Po 1 1famw am J) 
A; 7790 Y геп gra] vi\ ar *rsingapl rag] (12-1-9) 
її, a nE |- 
“тыюу ЭттыпбӘр * гӘб-ыпб9р ar + 730 |rasin0ag 
Ч Pv Е гъ, )-3 au ao | ах, 
"rl vel arrsingap rzsin20392 ar + sing | rasingap 
(12-1-10) 
1| 2и, Bu, )- L ди, ди, J. 
Ф P 
С?Т, = 2187] AP 7563r+7rsn6395r) -227a6+7Fsinb55 дг 
1 [Fw, ш, _ 1 [әш e 
Ја 2,2 МЕТЕ ar +7a0) ar (12-1-11) 
2 
тег) =, [1[ ч, Pu, (5 аи, ЕЯ 
ГЕ], = 2291871, y еее габ сабоо) 729 
пез un) 1 [2 995298 
[去 27728 * ы „| 182. + БЕТ] (12-1-12) 
[R?], = [R?]= „Ч з, ды -4 сага гла 
r. ETT u, |r96rsin09g Tari Gag?) u2lrƏ0 + гепдәф) rsinbðp |7 
[+ Pwe „ёи, |1 ue 2, әш, | 
"5140,1 Әгғзіпбәр ragrsinag) ш? \ ðr rag |rsing39 
(12-1-13) 
а. Са? 1 „[э=, ә au 
r Д Л о, ar 13z]_ 
IRT, = ŽIR, = „lė ar? 5) - vl ar *гыпбдр a] 
[1 Pu, , 2и, ) -二 ди, Әди, ЕЯ 
rol ul\ra0ar * raingagar| wi\ra0 *гышбәр/ ar | (121-14) 
| Pvg Pvg |- ги, ave ЕЭ 
СЕ; = 735R], „2 B77a0 {гетд роб rsin8əg| rƏ0 |7 
r[2u, ёи, 1 (2u, 9и, jz 
„[2. 7296 ` геіпбд рга) — 215209 + спар эз] (12-1-15) 
11 Pr, Pv, a ә аз 
{вр}, tes=" [+(3 Еу u, Tu) Tu] 
. "ыр ш\дтзшбдр rzsinzbag?) V дг уыпбдр/тыпбдр 
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„Г Pu, + Pu, :)- Е | ди, ] 
736rsin639 Fn20395 ЕТ] + абр 
(12-1-16) 
PE 7 ыа р «САША 10) 2s |+ ul1- [= 
prsingap “|[rzsin20392 ° пбдф ?ar 
Pw, Pw, we 2 ЕА дш, 
1000? * Этгыпбар raorsingap * (9960 ~ eo 0)esc0 F ~ со(евеб +1) 70 = 


Pu, Эш ш |, 


{нр = r|- 


е ешо 
ər arrsingap + rƏgrƏ0rsin09ç 


19, _ = J и 
Ө, @+онб) леде +? ЕЕ 
а 
ðb , vo _1 
| +[2]]) -7,{- rað юан) 227 roto 
Pvg Pu Pu am 


am <3 j А w 
Jue #9 2 rangagra0 + Foap + rr90 + 00900 


Канава П e 
7229 tow крес теш МЕР ] алат 


rsinĝðp 


а -au _ z 


фен ðu, Әди je 


га Fedi- 


raðraððr 十 


gus + . +2. 
2+ 
79987 * rsingagar * 2529992 ` 290 * ‚ылдар! +29 


-Ra 
508 r = + 
rsinb39grsin03937 ] Tr | prsingap Ly 11099 2 


ДЕЗ ди 


= 1+ 0091 


ИЕ ИРЕР 
rsin09gç typ | + 1907 + Ərrsin8Əg + ro0rsingap + (9980 — cot 0) 
Жу. әш, _ 9we _ дш, ] 2 
ceb 只 -ootg(ceg+D7 K лт ДАЙЫ 
дш, Pw, +? |+ [2 2 NE 2 } 
里 e. KA 
P| ar 5rrsinb38 ma 790 ] (12-1-18) 


3v, 
[RP] = ғ, = Е Е 


[e а, АЛ „2% собо am — 1,9% e) К 
ər? “rsin63gr36 7zsinzbag5+37736+cscbcotg ngap тру] КФ И 
ә 2 аъ» д? әо,\2 а? 
Ë рар 9% з) | ЕД ]-(-22+ы и. 
rsin0Əgrsin0ƏgrƏ8 ”ar Ərrə0| \ ər par ау 


ди, аи, ч), 2 ДЕ Pu, e, 
Лә * rainOap (+ ot EN tan gt 


%_д% 1 2u] _ 
- a +8); 299 179910 ар +у(1- 3) 


ТЕА 工程 索 ( 消 ) 流 力学 
ЕЛА эш ы ә ы 
да,а 476750 了 +7Sn0597sin03937 ]| (12:1719) 
R(12-1-12)ER(12-1-1) ERER TFE R 83 НГЕ, дЕ ГАУ, 
эшеат, 


12.2 可 压缩 满 流 微分 方程 组 


由 于 是 研究 可 压缩 油 流 运动 ， килит N 


pr=—p- ra V +2p 502 ЕЕ (12-2-1) 
а 
P= р 247: v+zx| 器 + 所 | (12-2-2) 
— ууд дш, E + oot Ë] (12-2-3) 
Gd 了 Flrsingap r r 
au ди, v 
=p. = | 27 29 _ -2- 
Pa = Po nË ht (12-2-4) 
1 ёх, ae соф me 
Pipa = eda- Twe, (12-2-5) 
ди, дш, 2e) 
жө жауын. Ж -2- 
Мы ЖЫРТ МЕГАН (2:2:6) 
式 中 : 
V'V= 2.54524, am, 22e (12-2-7) 
аг “rag cot геіпддф пая 


12.2.1 连续 性 微分 方程 


在 流体 运动 中 ， 取 系统 与 控制 体 时 ， 其 大 小 可 变 ， 表 明 流 体 密度 在 其 运动 过 程 中 是 变化 
的 。 人 


Ф ре +a- p+ р,у-У,+ру-у=0 


因为 流体 是 连续 介质 ， 它 在 运动 过 程 一 定 保持 连续 性 ， 式 (3-7-1) 成 立 ， 可 以 保持 流体 运动 
的 连续 性 ， 故 又 称 之 为 连续 性 微分 方程 。 

现在 将 式 (3-7-1) 转 化 为 球 坐 标 系 的 可 压缩 潮流 连续 性 微分 方程 ， 它 作为 独立 微分 方程 
配合 其 他 微分 方程 来 研究 流体 速度 压力 等 的 变化 规律 。 

将 式 (3-7-1) 转 写 为 


e+ PÈ- P)+p, VV, +V: V=0 (3-7-1) 


De, +026) + r. -V,+ pV- V=0 (а) 
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Ве gla- DP 2+ plav: V,+V-V)=0 (b) 
p, a 是 参 变量 ， 全 式 除 以 p， 得 
1+ ба 01102 + V- (av, + V)=0 (©) 


ERTA (2 д» дш, | _ av РЕЯ ди, |] 
+ ба DJpDet (etD\ a +9 авар) 7 2 arlu, (720 авар) ] * 


а [1[ә% əv ә [A [әә, әш 
all и.а.) |+. э, +796 ]| (12-2-8) 
式 (12-2-8) 就 是 球 坐 标 系 下 可 压缩 淇 流连 续 性 微分 方程 。 当 定常 流 时 ， над, 


12.2.2 动量 微分 方程 


无 坐标 系 下 可 压缩 潮流 动量 微分 方程 式 (3-7-2): 
p У,) 


+ DOV) АДАА ТУ) +рУСУ У) = Јер, + (1- ф)р]+ УР 


пасата HE, 就 是 用 它 化 简 其 他 方程 的 推导 工作 。 依 此 将 式 (3-7-1) Ж 
入 上 式 


00У). o Bpv,- -evle 28 D t(l- 9)Be+pv， v] 
=f[eo,+(1-@)o]+ V: P (a) 
Dg) D A V,- pV) tov VV- У-У, vo Dp,-p) 
= 10+ ф(р,-р)]+ V: P (b) 
DG), Рау, V) + pv (V V) V,[1+ pla - 1)JD2 


= [ф(а-1) +1]0/+ V: P (c) 
ERRU о, WA 
Drive p Blev,- У) + g(aV,- vi Des v.g(v-v)-[1+g(a-1D]v,D8 
={1+ф(а-1)]/+%У*Р (4) 
РУ _(ву,- Vte У) + ф(аУ, – mr Тре у. У(У- v,) 


= [олз Potet Ре) 0+ papot Pepe) + ap (Pf, + Pafo + papo) ] 
(e) 


T -w12 ди, | 
T= 08-10-0056 二 rsnba9 (227229) 


+ 306 > теж(ж)йл# 


Sitis а 1 [225 -mw | 
(9109-22095 аву (12-2-10) 
W: (а ау 1 [ow, 2wa) 
9-08-09, + (12-2-11) 
SN -Q1 ди, | sa 
ka зб (12-2-12) 
= а 
У-(8-0,- ZEZ, 2и (12-2-13) 
тыз 
maon falen 
W = (8-1), те, э, тае (12-2-14) 
由 数学 可 知 ， 球 坐标 系 下 : 
де, ез де, е, де е, дер е, дер _ 1 
73077? rsin0@Əp r? 73077? габар r Ot: ;вшбдр бг 0010). 


其 他 均 为 零 。 
- (Ok, + Viest We) EBE + ои V; + Wip) + u, (Ше, + Veg + 


Wie) + v, ‚к Vie + Уе) + w, 二 (To + Уу, + Wiep) |+ p( Ue, + 


сәр 
Viet Ууу УУСУ У.) 


5 Pr арь ар 
B+ ҮТКЕР? 


Әр, е, ар соё, др, P. | 
=a. w R t — i. 一 Ese 
[e roingap + Pror + eorsingap + Pe г + 6 газдор (er+ 600010) 7 ] 0 


ар, ару er 2a) 
te toa tora spwte, rag) + 


式 中 : 
В=1+ ф(а-1) (12-2-15) 
将 式 (f) 进 一 步 展开 : 


А А аз ус з, 
X- (The, + Viest We) pet olé Te, + Удео + Wiep) + “| e 


H 
ar t U, ç, t 
де, 


„Л eT es e + PE ATE a ta T ey e e, 
v + А е, а: +U; T to = +% Е е, ды * 
ka |+ oTe, + Vies + We) DE + то viż [Ë+ 85) 
кси 


р Ж үзү А а 2 (аи, 
=L, 2l- Р- ЕЛА у+265 ör wiag КЕЯ raa t а м). 
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2. аи, Iwg w, 2 "| ди, |: 
КЕЛ ezla- Pa t 0 ШШ 


e ala sb eit) + 3, [ч] Jta- era eae) + 


а r r 
piot [28] Jel- 2-2 y vzn 22 #]] -©[-›-®шу+у+ 


ә _ 1 am „°ч _ t0 ы] + 
Je 21а С inapt ra r tm 


L. "e 
ТЕ 


2 
АЕА ] 


аю ðu, w, Дах, \27, е 
r La $° Dal АГИ 2e) +е}м 5 2e) je [a-n 
ðw, ди, 2e) + Е 2)? H 
дш, ‚ _ 2e т 
5r т tar ] =P. [а-и 790  rsin0əg 


cot0 Е )] со@ E 21, 90), 
БЕЗЕ 798) 1% 0 а-и 796 еру Tw, 


до, 


2 [әш ( дш, =) 
2 -p- . 一 
ем М Jre al RSS ZHY V+2u пабор = r +000 ] 
әш 
бе, + eeot0) 1 - -2,у сузад | + ou %)]) (g) 


rsingap 
将 式 (g) 按 e, eg е, Чан 


зн, -人 | 总 аре ++{2[ - 4 
=-[‹- Du, Р p Di t ?la Du 24. + 
ди, ə 元 20 r= ро у 
е 0) + w+ 10) +9UrpDr+2 
[。 9 1 [аи ди, | +», 1 [Qu ， ди, зц, ди, ) 
ra rsing3ag) “#тдби,\,Ә0 rsingag) u, rirag rsinb39 


че а 102и, 38 |+ ча (9и t4 ди |] 
? rsin0Əgu, | rƏ0 талдо ra0 rsingag 


4 Pu u z ди, Pu, ди, 
=f,- t Z+ + z + 
ñ ко {єз ə r +$ Ep тав -2 rara0 tysinga gor 
A аи, u ди, ди, 
1- ф3 a + ++ = ) +2ф%!' 
k p) 2985 * sinda gar * 290 Peina 299 абад) 29 ' 
| Pu, Әди, Pu ) ] 


rabrab3r ` rsin0Əgrsin09gər (12:2-46) 
au 


2% | Dw -Bl 2% Hz- ll wif? _дъ |] 
a [e Dw- 2 uyl ar tranbapl |p Det ?\ә (e Dw 2 war +95) 1* 


а _ _ a 1 ә ах, |] [ -=1(#=, am |]- 
wae Dw- 2 wl ar tanba tw (a Dw 2 wl a +rangap 


Ve ә ајә ао, |] [ == 
r Va t we анн Dv- rit rsinb39 +#16-0%- ar t 


+ 308 - 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


UA EP. |, 3 1[д®; ОЯ |+ a 11azw ， am |-1 
rsinb3g) Jo Dt t arval ar 'гыпбдр/ "radve\ ar уыпбдр/ r 
au Әдә, ) a 102 av |, чао ах, је] 
(2 + ysin0əg| wy 7sin03png ar -FSin039 ar #уышбӘр! r 
op 2o, Гаа? 2 w Aob az 2 Е av) _ 
Ffa- aradt [$ mat 3 5070 + онд) +3 02 ;ашбәр 30 лде rar] 
а а 2 а 
mE Е ЛЕ этү у Уу p 
3 \rab3r rzsinb3930 f risingagar rasinzagz rƏ0ər 


2 2 
av 12w 2 | | д» Fv ао, Pug (22) ] 
cebeot0 бар 5200) УР? |2| rsinba97zsingap30+ ar raðar] | ər 
(12-2-16)” 
әш Dn, - B L [аш, аш, 111 рр zl -1)w,- Z- | we 
e [eg Dw, Em э ЕТ 2+, Эг (a-1)w, 2 wl ar + 
әш afe _ _ av 1 {dw Iwe )] 2 | (e- -%4 
he) Jeu, [a Dwe- 2 wl ar + raing3s + wa Du, 2%, 


а Е _ av 1 (дш, эы) ]- T 
aee raa lee таӊ" Dw- 2 wl ar trag) |7 (1+ ®8) 


2 _ ev 1 (2ш, 2] [ -22,2 a) ]LDe ++ 
[e ш, 2w, Pa Е top| (2-10), 2 wl ar * 20! oD: 2 


а L (2а Bwe) + a _ 113w。 2w), a 1 (аш, ?we] - 
[з ar tra0) tv табот ar + әб + we raingap wo ar + тад 


9 9 
(1+ cor0) | = +22)] 
r\ ar 


д 2 
ОСТ. [E Zes -4 Ce y Zu, Jea- ey 
? prsin0gg L3r?sinag? 3\,2пбдфд@ Ад FEI 
Pw, и, TAS 
ЫЕ NP Si 
> жне A идәрә (ccg- ой 20)9 — oor csc0 +1) 2 1 


2 
(1 + сох) х а =] 


дш, Pw, ‚зш LA | гє] F (22 引 
ər ranba gsr 73brxsnbaga0 ər r30 

(12-2-16)” 
式 (12-2-16) 至 式 (12-2-16)” 就 是 球 坐 标 系 可 压缩 汕 流 动量 微分 方程 。 当 定常 流 时 ， 去 


9 
Бү T 


12.2.3 能 量 微分 方程 
将 式 (3-7-1) 代入 式 (3-7-4) 为 


oalele $) lee 10а рез озсу] я [9] 


第 12 章 ” 球 坐 标 系 流体 运动 微分 方程 < 309 > 


2 2 
(+5) v v= ç. (АУТ) +part 7 (ф0,У,+ фурУ) +У:Р:(ФфЗУ,+ф,Ү) 
(3-7-4) 
ВАВА) eieiei 
Blet) +... -6(:+5)]- et 7D et T)? DTP + 


2 $ 
ev [[ + Z) - [++ 2]] 
=V: (АУТ) +eqatf:(eo,V,+ pipV) + VP- (giV,+ pV) (3-7-47 
利用 以 前 有 关 的 公式 ， 处 理 e。e，p。， 将 式 (3-7-4) 简 化 为 


&Ї&(сот+&)]+» (сл) -,(сот+®)]-(сл„м- 


[cr s) p| T- p) + v: s [[cr + 2] - {cr* 引 ] 


=V. (АУТ) torts [o Ev, +a- ф)рУ |+ усер 1 ?)У] 


(3-7-4)” 
TORIR TEE EOE В-он 
2[,(ст+ 5) ]+, Bela% Сит +з Dr (Сит + е) Фр (а 1) 
2 2 
° 07.60 
+pV У[стаа-л)+® -2] 


=V: (АУТ) +ogr+ fo [V+o(V, -V+ vp [Vtg Vv)] (3-7-4)” 


展开 除 以 p 后 为 


进 一 


[ч 


їрр, D| v z) [= 22) Do _ 
DB [or + 2] + [r+ 2 20: +14272) P| 2 200г 
2 2 
[1+ ба 00 nc,r + $) Dev. ‘vlc, а-»т+»-] 
=». (АУТ) +ак+*/У + #(аУ,-У)]+1У+Р-[У + gv У)] (12-2-17) 


步 整 理 为 
2 2 2 
(стн) + (ст - 0+ еба 0000 690-1 ба 008) De, 
vv[ca-wr+ 寺 oo- 四 ] 
-15. (ату аку ГУЗ olav, V] Ly. piv + рУ, - 0) (12-2-17у 


t=1+9(a-1) (12-2-18) 
#=1- tn (12-2-19) 


+ 310 > теж(ж#)йл+# 


在 具体 问题 ，5，# 均 为 参 变 常 数 。 故 式 (12-2-17) 可 写成 
如 cr+ 引 + (ета) Be + v- v[ca-wr+ 寺 2-o] 


=iv. (АУТ) +qatf-[V + glav,- У)]+ уеруу, - V)] 


G(2-2-17)” 
涡 旋 微 团 速度 v, 转化 为 连续 相 速度 vo 
v=u + руш, u= u, tutuy 
因为 
v [диэ Әди, \P_ 2_ [ди au \ у [аи аи, |? 
а= [4-5 和 (路 + =) =: y ma 5.) t 25 (2+ надор) (0 
取 近 似 值 
2 „„2_„[9ч; ди , 
бете ,路 + =] а) 
同 理 
2_ [а am 
АЕ 了 0) 
ЕЕЕ] o 
38301), R2), (3) КА (12-2-1770 
ди, 


D Бе Че ТҮР, xla: 
[отето ++) Ta- DAt ot a + 2 + 


am ðu, aw, дш, ) D (22. ep ӘТ ) x Е 
а П е +29 | |De x r 
ar a ar +730 12 +С, nn) gr +ra0 t rsin08g] + 2 E raot 
ди, |+ TER ди, |+ а EZ ди, |+ д»  _ 9ve ) 
rsinĝðg! тд@ ЕТ] + абар! ”rsinb39173b+rsinb397 ar  ғвіпбдф 


а |д%,_д% | a [2 |， am IE т, 2w) + а Ë эш) + 
ra0\ ar Aip тыпбдф\ ar `гыпбӘр ar rag) тд@ r30 
pr +7a0 
-2 гт | [. 2 -21 ди, ] 
+ tangap?) + qat f,.| + (а -1)) (э е 
= е. am дч, |] | оу дш, 
[esse 1)) EF ranga +f,| „(1 + pla -1)) = ər 
aaien aaia 
= par 3\ar 7,2 rar) 3 Эыпбәр +» КЕЛЕТ] 
Pu, 2 2 2 ә ә 
Жш )]=[a- A “e ++ — + “e |+ 
rsingagar 7989. * rena gor + 2282 + rzsin2ag? 298 rising9g 
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Е? Pu, | ди, MERE ди, |+[- Әр. 
ragrag3ar о 736+7Fsinb58 I] 


42, 400 az _2 ах, 2%) 21 ах, 
[4 Эр * 3 (20 + овур; + 3 2 rsin0ap 3 raðar + 


ТЕ 


2»). (1- b [z эу Pog + Po „2% е 
risingaga0| | ?lar risingagar әкә ғӘ8Әғ ringap 
Ivg 2 
298) +P: Ë 
а? г ә? ә? 
[- ap y [4 „в _ 2 we we а) ]+va-s b[ we 
prsing9g "L32422; 3 Эшпдәфәб “rsinba9ar ər 
Pwe, Pws Pw 
r290 rsinb393r risingaga0 


а 2 
(+o) aa Е 


am Fv _ Əw ә, | эч) 1 (22 am | 
- 十 十 Е + 
rsnbgggrzsinbap3g* 3rr3aggr| * \ar| J| 2 war 'гыпбдр 


1% _ 


дш, 
2 ш, _ сир _ 
+ (сэс – co 0)csc0 „7 000000 + 1)750 -六 


дш, Pwe дш, Pwe ДЕЕ 7 
ar rsin09gƏr r30 ,2sin0ƏçƏ0 ər ra0 


s [s= +2) (12-2-20) 


式 (12-2-20) 就 是 球 坐 标 系 下 可 压缩 涡流 能 量 微分 方程 。 当 定常 流 时 ， Astha, 


12.2.4 ”动量 矩 微 分 方程 


推导 球 坐 标 系 下 可 压缩 汕 流 动量 矩 微分 方程 ， 应 依 式 (3-7-3)， 首 先 将 式 (3-7-1) “代入 式 
(3-7-3)， 得 


?RGrxpv)+(rxv) [oe Dr PPBe+pv: .v] L 2 DiX eV) + ("х рУ) УУ 

=rx[go,+(1-@)o]f+ У: кю) (3-7-3) 

Berx V+ p [ех (руу, – У) (rx VDB- xv dp B+C- e) + 

PV: VCrV-rV,)=rx[yp,+(1-9)p]f+V'CrxP) (3-7-3)” 
Ф091, Теа, BEEREN p, 得 

Birx V)+(rx v+ D [r x (aV,- V)] + 9[rx(aV, 一 о —[1-е(а-1)] 

(rx vot V- V(rV- AA E (3-7-3)” 
现 令 


m=[1- ф(а –-1)] (12-2-21) 
72=[1+ g(a —1)] (12-2-22) 


312. теж(ж)йл# 


р De, D р 
DX V)+[rx(V- m VO) De P Del” x (aV,- 1+7 x(aV,- V) I e+ 
V.V(rv- V. D=rxmf+ YXP) (12-2-23) 


Bx D+ N+ r+ рәс У) + [r< (Гата, E 
бе, дыбы! К? + [а-ә т 5и, e pl = т), 
s> «аЬ е -gH peL (а-0%-2 
ЕЕС Н 


Has, maiig) b +[oe-bw- EA ar 9) +[“-0о,-9 


„= k рр А E ðu, Je, (2 доу |» 
+ Dr t VY 790 + rsin0Əg |” + Zul ar *сыпбдр/® 

— аш ]}- ly. И 

(знн ep || =гх mf+ V (rx P) (12-2-23) 


ә а ә ә 

a (rX V) + ule, Ir (rowp— гу) + eg эрби, -rwe) +е, 3r а rw) ] + 
е, е. 

vle, rp rgo) + (хуш, - тун) + eg 253 (rs ryw) — Erp — ras) + 


PANE El a 
ep арн пи) ]* wole, аз aep гу оу ra) + a Тр 


Т) +00, — ras) + e, (еле ти„)- (е, +de) (ra = дз] + 


— A 
9 rsinbðp 
ч нн Ки Уе es 


p| ZUR (ае, + Е7(а)е, + 0а), 1) tolu |e, ZR) +e ÈRC) + e, ZR (a) | + 


6. ар 


vale, Са) + RCo) + ep бае" та) +e, 900) ] wle, 22997 


9 
R (а) + ERS Ca) + e пау (a) + 001089 (а) + e, тидо Коба) — (e, + escot0) 


2: А oe а 
lg] a|; š але + е, ZAP + е, эл) ras А! + es 2A- 


-3 ә ;) 0 eae + 3 e, cot0 ә 
A++ TAAR Ае angagi te ғ Ar + в raingap 
-АЙе, енд) ]Ür x mf + уер) (12-2-2337 


式 中 : 


жон 球 坐标 系 流 体 运动 微分 方程 313° 
1 (ао, ae| |_ i am 
вое пато (еа) alamon a +в] 
a) 
_ АЙ _ ym 1 [ 9: ди, z ч Ут 1 (до, дш, 
а Tu (59 S] „Ја э 2 u 710 
(2) 
а СД 
хола пева Pa ka: +] з› 
С -81 _wl ах, 
we)=n [Ce ш, = +29.) ]- „е Dw ад] ч) 
А ТЗ. ди, D за [3w 
ка) r [e - Du- 2u Nra а) ]- [e Dw, 2w, e ‚же Jo 
iia Е m az | ші. аи, _ди, 
Ба Dw- 23095 +=) „1 Dears Hs Бу] 
(6) 
еу дш, ae дъ, 
A= Ë af ar +e) -is a e] 0) 
=» | re| ди, дш, дш, 
ayie 790 КЕ Я эг |] (8) 
еу | | au ave Te 
As sel z- as. 5555] (9) 
将 式 (12-2-23)" 按 力矩 转轴 e,，es，e。 列 出 : 
Ia pT ту) + u, ar (ren = rgve) + w [35 (raw, т) + Trees - | + 
s [aa Ce тул) + тво, - ту) + CRC) + я Са] а + e (ZR) + 
и, Эң ауа ZRC) + LR Ca) ]+ w ао) + 1 (а)]) бд 


"| ta) + A Ee setas) 

= (rfo mf) nt re rn st [| $4- 2 引 > Su, t 
a- [= аладан анто 
28 іна. “ан 72si == Jerr pe + 
СИЕ ШЕЕ ЕЕ 
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ә? а, а? а?. а? 
2w) -2| ачу... 2e |+а- (2% = ç 22 z+ 2e, 
rar) 3\ragar rzsinb3g30 ГЕМЕ ?sinb39gar r?sin2ag2 rƏ0ər 


am дш | am 20, ао, au am 
booth аф 1730 + Ë np singa p0 ` | al z: J) 
(12-2-24) 
lrg rw) t u, Er rwg) + vo 9 re rw) — (тун, = тәш) ] + 
чуи r) + Eru, па) ]* Све) + Ra) IDE + | Ra) + 
Ra) + ww[ ZR) - лао] R? (a) +900 atea] +, u, ŽA? + 


* RR Y rsin09gç 


— ar + lar а p+ e 9 
„(55 7354r+ 14) +w табара > А s) 
Бо әр с БИ [ А 
=(r,f, л еа ropar +” rz| 3 албар 


Pu, Pu, Фи, Pu, 
+ #й= 25) 3 3+ 
rarag ды = EATA stog? 


Pu, ко), 21 ди, 
3r? rè тд] 3 


ди, |-2 
raol 3 


а ә 2 [3u г? ә ә? Pw 
7290 rzsinbag 790ra09r ` rsinððgrsinða gar) | "r || 3 2sin209 g 
ә? а Pw, ә ә? 2 

2[ we Sw Ja |Z „ш, m w, 
3 \r?sinb3930 rsinb3937 aðr? r'a бәрг + г 7402490. 

一 cot we дш, _1дш, 
(csc0 — cot“ @)сзс@ 2 cotO(csc +1922 — -а нори + 

$ әш, Pwe „=. гё, 学 | E | 

š Wg a e N 

+ [| ar raingapgar + габ прараб! ar) + | 736 (12-2-25) 


Br тш) t и, эргуу ra) tw zag таи rau) + wgl gag т) = 
+оо) 10у rae) ) + CRC) + PR Ca) De + р 2R Ca) + и, R Ca) + 
w (a) + адо) 1 + сө) ER Ca) ]] + u, Agp + va 924 


w, „Гуи (1+ о:0) Las] 


2 
Е ар 42% 2 ve , 4 cot@ 
=h т e-r 25 [s| 3,220 3 (сзс^0 + соё) БАС ТИК па 
2 UA 2) Al avg Pvg |+ (2 ао, 

“| + - + 1-3 k EPEN 
3°2t0| зе trar] 3179895 + Zenga 999] + (1 ? )\ ә, + Ainda gar 
vg до, am 122, 2 1; | KA Pvg 
angagi | габа, 8009010 ngap 200 | Р": |2\ ыба, дәдәй 
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аз ён | аы) Таш, зы 2 Эш, дщ) -3 Bs, 
arrabar) \ ағ PL3 3r? r? rar 3(r?sinbgag 2901 3\rarag 
Bu, ) [Ze Pu, Ка? аи, ди, Әди, | 
+(1-ф3 + + + 
angaar] + ° 3097 * raingagar * ‚Лә? 129120941 кеМ rising9g 


2 090u Pu, Әди, Pu, 
RS | (12-2-26) 
式 (12-2-24) 一 式 (12-2-26) 是 球 坐标 系 可 压缩 潮流 动量 矩 微分 方程 。 当 定常 流 时 ， 去 


жау. 


12.3 不 可 压缩 层 流 微分 方程 组 


依 无 坐标 系 下 不 可 压缩 质量 守恒 方程 式 (3-4-1) 
+ ppv iv, + ppv V,=0 


当 层 流 时 ，p =0，g$ =0，p,=0， 则 上 式 为 


e+pv'V=0 (12-3-1) 
当 不 可 压缩 时 ，p = 常数 ， 则 为 
У:у=0 (12-3-2) 
式 (12-3-2) 为 球 坐 标 系 下 的 方程 。 
12.3.1 连续 性 微分 方程 
у:у=2 25 амо з начас (12-3-3) 


12.3.2 动量 微分 方程 


依 式 (3-4-2)， 当 层 流 时 ，gp =0，g3 = 0， 则 式 (3-4-2) 变 为 


Zov + рУ vv=fo+ V: P (12-3-4) 
ш p= 常数 时 ， 除 以 p 
Grtv vv=s+łv-P (12-3-5) 
将 式 (12-3-5) 转 变 为 球 坐 标 系 下 层 流 不 可 压缩 动量 微分 方程 
av, ду, av av 1 
at * ur ar +999 + wersingap f+ СУР), (а) 
av 


а а а 
э: + ur ap (e, + uÉ t tes) + ve 38 UE, + ua + wep) + wo Tsingap (ч + veo 


-316 · 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


а | [ ди, u, дор е, z2.) 
ө „|+ А r в _ er Ар 
rar T ау Í“ ау "s| r 208 t % + + егар те t €+ тор 


w, w, 
59 „+ + ‘ES Ж х] 
rrsinb58+ep r toprsingap б г ° Tame (0 + epomd) 


=, at ， ара, аР | др дры _ e, 2) 
= ft 16 2 te 22 te, 2] t|% уд Peete ag Put тру] + 
[e Pba 1 


rein0ap T °? r 
av, аи, 2w, дш, ха аи 2w_ w, 

ae turler ar too ar +ep ar ЫЕ ИРЕТ) 

аи u, am » эш, wg 

wle, гыпбдр ep 7 +e "табор +еьо010 +e, гымдар, ~ (e, + соф) $ 

_ д», Ju ч) Е au №, 2e) + 
27+ $l- Tote 9, а) а Ë 60| неда rsnb58 一 


au | ди, зи ш) АЕ w s 28. E |] 
е, 520 290 * +е, ЕИ = taz- p+2p ag 


а, х) 2y [2 ve cot0 ! 
Е га (59 +] 8 5200596 *гыпбдр r e] ter ETF 
[ au, аш, cj au, дш, wo “| аи, дш, 


ар 1 
Pa + e собор + 69090 Lpg- (е, + ендуу] ] (с) 


- s. 
reingap! ar r | rrsnbag+ ar r] т 


2o (+ e 
rsin039/ \rsingap ”ra0 


s. 
Fn057 $ ar 


+e 


м =) ра шщ _a _ (дш, _ =) + 
cot 660000 zain0ap + ra ~ oot0 % 


а dw, 
[op +— + cot0 引 ] — (e, + escot0) 1[- p+2 |+ 


He + cot0 ч) 1 (4) 


将 式 (d) 按 е, е, e, 三 个 方向 集合 : 
аи, аи 


r ди, s) | ди, и, 
中 Ф 中 
70 ?rsinba9 r 
=y -22 [22 Pu, и, С и, + Pu, WEEK |- 
r par ar2 22 * т?еіп 092 r909r rsing393r r290 rsin09ç 
(3+2eo0) % | (12-3-6) 
r 


ах, ave Е 2e) | ах, 2) 
ro0 r U Pelang “ок 


а 2 2 2 2 am 
=f- 22+, 2.25 зз E BT +з + +3 eo u = 
A э *? әр rsin Gap? тд0дт rising9ga0 ә, r?sin09gç 
a 
5 -41+505)] (12-3-7) 
7290 т 
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аш, ae Iw, [2% ш, ] 
e 
了 + + (1+ 010) 


sin639 
Pw, Ф 2 2 а; 
=. ар. w, w, w, w, we 
ЕТА "| ər tat agag * rsngagər * алдад кей) 
аш, уш a 
ЖЭышбәр со?@ 2] (12-3-8) 
式 (12-3-6) 至 式 (12-3-8) 就 是 球 坐 标 系 下 不 可 压缩 层 流 运动 动量 微分 方程 。 当 定常 流 
н, ARAZI 


12.3.3 ”能 量 微分 方程 
由 无 坐标 系 下 不 可 压缩 层 流 运动 能 量 方程 式 (3-4-4) 
ә 2 2 2 2 2 
中 ?+w z]. v| уру 
= а УТ) totf (pV t pV) + EVP: (gy,+ paV) 
式 (3-4-4) 为 出 发 点 。 当 层 流 时 ，p =0，p$ =0， 则 上 式 为 
ЕЕ аон ‘V+ly.p. 
Evviva tats уусу (12-3-9) 
将 式 (12-3-9) 写 成 
了 | 到 Yl TE ET 
915) КҮҮ = vaT +ats У УТРУ (12-3-10) 
将 式 (12-3-10) 转 变 为 球 坐 标 系 下 层 流 不 可 压缩 运动 能 量 方程 : 
ах до + ðv + ðu 
vat U ar 09599 W singa g 
AJT, әт, әт әр 


2 = "| әр 
= f,u, + fovet frwpt Р | ә,2 * 2282 дане!) tqa p ltr ar + 9009 + we 


2) „1. Pu, ёш Фи ди, ЛЕ аи, 2 


rsin0əg| + ат * 290 Габор 9005 ` reindagar ` Э\ 2320 ` Залдар 
өю] [уз эй дылы эк дыш E 

a| соф туа -下 -2(1+ eot0)eota У ] + „|55 тщ +2 i + 
аз рыр ЭЧ o a ooto s | (12-3-11) 


式 (12-3-11) 就 是 球 坐 标 系 下 层 流 不 可 压缩 运动 能 量 微分 方程 。 当 定常 演 时 ， 去 掉 式 中 
важ. RF: 


2 2 2 
u= u, + 09+ шу 
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12.3.4 动量 矩 微分 方程 
依 无 坐标 系 下 不 可 压缩 流体 运动 动量 矩 微 分 方程 式 (3-4-3) 
lrx olov, + piV)]+ V: V,(r x eo V.) + V'V(rxy9gzpV) 
=(rxf)p+V'(rxP) 
当 层 流 时 ，p=0，g$ = 0， 则 上 式 为 


(rxpV) tv V(rxpv)=(rxfpt V: (rX P) (12-3-12) 
因为 是 不 可 压缩 层 流 运动 ，p = 常量 ， 全 式 除 以 o, W 
КУУ Vr) rf+t 19 (хр) (12-3-13) 
XI r 是 参 变量 ， 不 参加 微 积分 运动 ， 则 式 (12-3-13) 为 N 
rx% + rx (v: 9)= =rxf+ irv: P (12-3-14) 


式 (12-3-14) 仍 然 是 不 可 压缩 层 流 运 动 无 坐标 系 方程 。 现 在 ， 将 它 变 为 球 坐标 系 下 对 应 
的 方程 。 利 用 式 (12-3-6) 至 式 (12-3-8) 结 果 ， 根 据 力矩 定义 ， 可 以 方便 得 到 结果 如 下 ， 
ә ә ә 
re re B+ rolu u 0+0 а. [иу - atoe] -rlu 90+ 


а) “\дыевр* =] 
йа ҖЕ. À Va 2 
чі т? wr + 9000 了 ] 


Е эь). [Уб we бш, 
= fe refot ç \ 30 rsinbg39 "52 әр 22310941 rsinggp3r f 
Pw, aw, 2,4, Pug дир _ Pv 
一 一 301 + oote) a qas 一 cotg z "1 62 +2652 +52, + 
"2510990 singag r ar? “2202 risini09g 


92, ` Pvg dw [= av _ 2v 
r909r risingap r30 r? rsinb3g ‚190 


[ ди, + 上 | ] -人 аш | 
wolrsingap r "(9 э, 


| -2(1 (12-3-15) 


дш, _ дш, [. аи (2, 
?at ' ae elu, ar + ve 756+ 


ә дш, Г 
° P We 
r30 + (1010) ] 


2 2 2, 
srs- rft ЗЕЕ | [ Pu Tu Pu Fu 
"ofr rdet (гапда ar) 91712 2⁄2 * 723907 tantoa * ra0ər * 


а? аи аи г 2 2 
ot) 和 |- 
raingagar + 3| ,290 tanap ar? r?20°  r°sin bag 

Zw, Pw 26 
一 一 2- 一 十 一 一 一 和 一 一 3(1+cotp ёш, _ 2 =) -3 
ringa gar + zsinba935 5° aingap 00 2 (12-3-16) 
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84 


te -nl 
36 — pP. 
s| аон r rlu ar 


ave аи, [ 2 
Tra "ge "rar 


ow ы), 
61520 r 


(26.5 ди, +®)] 
БЕТ] welrsingag “了 
Po Fv Po, Po, у, 
“sees әр әр ы [ 21 R BEREA ЛИНА 
hortp (2 rað "а *? дә Завод raar + 7 "әрә? 
am am am |- j- nl Pu, Pu, Pu, 
= £ 一 下 十 =” + + 
党 +awe Mandap a9] 201+ °з 275,4 t 298: ARETE 
ги u, ðu, аи 


79097 + rinda par ` | 226 2 s=] 一 (3+2cotb) 5] (12-3-17) 
式 (12-3-15) 至 式 (12-3-17) 就 是 球 坐标 系 下 层 流 不 可 压缩 动量 矩 微 分 方程 。 当 定常 流 


н, же, 


12.4 可 压缩 层 流 微分 方程 组 


由 无 坐标 系 流体 运动 质量 守恒 微分 方程 式 (3-7-1): 
рО +(1-р РЁ +, V,+pV'V=0 
当 层 流 时 ，p=0，p.=0， 则 为 


De у= -4- 
BE+pVY'Y=0 (12-4-1) 


式 (12-4-1) 是 可 压缩 层 流 运动 无 坐标 系 质量 守恒 微分 方程 。 从 运动 学 角度 看 ， 它 为 连续 性 微 
分 方程 ， 现 将 其 变 为 球 坐 标 系 连续 性 微分 方程 。 


12.4.1 连续 性 微分 方程 


гг эр ч. 2u, Әу, аш, | 
+ = + £ =0 
и mv ranb59+ AU27 t ar +90 габар 10 7 


„52+ 26+ 
(12-4-2) 
12.4.2 动量 微分 方程 
依 式 (3-7-2): 
р DC р руби). pV Vt УСУ ТУ) = Уяр, (1 9)pl+ vp 
HEH, р,=0, ф=0, о,=0, ЕУ 
DO. рүү-ү=р/+ УР (12-4-3) 
将 式 (12-4-1) 代 入 式 (12-4-3)， 全 式 除 以 p， 则 


• 320 - 


(12-4-4) 
RC 现 将 其 变 为 球 坐标 系 下 的 对 应 方程 。 
ду, ду, ду, ау 
д: “ar erag `©еузїпбдр 
=f+ 1f, Pz, ӘР Әр, ар, а A др 
ж sl ar te ar te әт te ЕМЕ Е toute, ЕТ 


арг. е. Pa 
errsingag + Prr + ersingag 


+ es cot0 1+ 一 (er+ ерсо:0) — 1p,,] 


“e габар 
(12-2-4) 


9 а 
ras. [2 Gp, tu +u] +u ше, tu + шу] +w, Et iq 


A +} ЕЗЕТ 
=f+ 2 
p lrL TPT $l2 нета, +2, ar әхи 


Ivg z) РА ди, Iw, we а) +1 АЕ = б. а 2 
> + r Ж. = р- . 
ər ar\rsingag + дг IN Š al Рзин 

и, ди, am w дш, | +2 „ёч s) | u, ди, 
[26.5 +52899, + апор) +205987 já TE selatt 


эше үш) Ja o эъ, 


дъ, ш дш, ) ы s 
一 人 十 w. 
290 +910 2+ 200529 тг т90 “rsinb38 © 了 


r ` ғзіпбдф 
EMA | ди, дш, -®|+1 1 [|= чеш.) ди | дч, 
rsin099 rsin039 + ar патдор Е r | rsingap тыр. 


дш, ЕҢ cot0 


+ t0 
r 


Л аш, со: КОРР ( u, 
reingap +730 Yr r pal P 了 2 


ди, 


am w дш, | дш, и v 1 2 
+ g 4 一 -p= . 
ar +20 +910, адо 2н бар > +ecotg 了 ] +99) PC 3 


д, a 2959 | 
r 2. 
ЕТЕТ МЕЕ tramnoop) ^^ 


Ж50(12-4-4) е, ep е, 三 个 方向 列 出 : 


Wwe и, z) | аў 
абар 910 7 ] аә 


au, du, [әш =) | аи, a 
э: tu ar + гә ш, БАШ 
=f -1224 49и, Pu, Ф, F 2и, 5, 
"раг 13,2 * әв gin 209? Е дё r2sinbag Т 
ди, 2 и, 
дыру! +[а+енв)-2]ў#=+[{( +емв)-® +] | (2-4-5) 
ave ау, (2% z) am 0 ) 
+ 十 - a сон 
э: Tu ә, ET 7 (габар 
ap Е о 4 до, 222, 11 Pv ао, ) [ 4 ) 
= 万- + + + . 
7901202 + 3,299; + ain ops * 3 \79097 + cin0aga0) + \3+ 3910 
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а 
-eat 58 070 (124-6) 
а СД а а 
+ и, э tw 90+ wap 00) 5] 
_„__ә›_, [Zw аш, 4 аш, Ц Pw, Pwe 
"f т! 22 + maht 3r?sin2 T 2+3 raind por + 2sin02990 
-FO tooo ae ЕЕ нду ®е (12-4-7) 
式 (12-4-5) 至 式 (12-4-7) 是 球 坐 标 系 下 可 压缩 层 流 运动 动量 微分 方程 。 当 定常 流 时 ， 
ARRS, 
12.4.3 ”动量 矩 微 分 方程 
由 式 (3-7-3): 


D(r X p,V, 
De). exp VDV Vt p PU), (рх ру) ту 


=rx[gp,+(1- ф)р]+ У+(гхР) 
当 层 流 时 ，V,=0，p=0，91=1- pg，p,=0， 则 上 式 为 


ОУ), (rxpy) VV=rxfpt у (тхР) (12-4-8) 

将 式 (12-4-1) 代 入 式 (12-4-8)， 并 除 以 p， 则 
пху уер (12-4-9) 

利用 式 (12-4-5) 至 式 (12-4-7) 的 成 果 ， 可 得 


дш, дъ дш, ` д, дш, дә 
Ж 24 [ 里 十 里 = че ])+ [ 
ә: "вә trolu ar t PET +w, sin035 (1+cot0) Tolu, 57 + 


„(2 м), |. co] 


790 r гыпбдр r 
лаа) + "Бан "орда шшк 
ki E aS aD a 
2 
еи Ес иу МР =) 23 7) тан St cota | 
(12-4-10) 
CE ЕЕ ы 


дш, 


аш ш, | 
ve 26 + wer +e) 2e] 
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2 2. 2 2 
Ет 1(әар _Əp tfr 4? u, ди, аи, 1{ ёш, 
Tor rot plrsingap ar 3 ar? 727907" sinta” 3 7503r+ 
au, 5 [ аи, ди, |+ 4 s) 
rasingag) ` 3\,190 rzsinb39 [oa+eo- 15+ завею s]: 
Pw, 22 2 2 
5.59. 5 e +H = we + "e | -Za +0): 
ə 962 3r2sin2 9292 +3 тзіпбдфдг rising9ga0 3 
а а 
> e p e + (05020 一 s) |) (12-4-11) 
risingag rər 
ау ди; [ а [22 2) 9ve соф |]- ди, 
r, -roa tr lu a t zagr | + andap + 7 v rolu, ət 
ðu =) | ди и, 
аи, щш, r pr 
ЕТАР ] 
одар ар | E afu _ гъ 1{ Ža Pog |+ 
一 Sl raal 072,2 + 3 298 Parga 3 (79097 + 2cin09ga0 
СТВА айы, а, Pu, Pu, 
зне) mag 0 гог + of 0 2 БЕРЕТ. + raðar 
au, 5 [ аи, ди, ) ЭШЕ £ 8 <) 
+ + 一 十 十 - 
re Ed re [2(а+ехв)-2]5= [fa +) ЯЕ 
(12-4-12) 
式 (12-4-10) 至 式 (12-4-12) 是 球 坐 标 系 下层 流 可 压缩 运动 动量 矩 微 分 方程 。 当 定常 流 
н, анаа. 
12.4.4 能量 微分 方程 
由 式 (3-7-4): 


2 
ТЕКЕСКЕ АЕС 
=V: (АУТ) + дар f(go,V,+ рүрУ) + УР (ФУ, + pV) 
当 层 流 时 ，p,=0，p=0，g$ =0, v,=0, 9 =1- p， 代 入 式 (3-7-4)， 则 有 
2 * 
СЕЕ (АУТ) + рар + foV + У: РУ(12-4-13) 
将 式 (12-4-1) 代 入 式 (12-4-13)， 并 除 以 p， 则 有 
2(.+5) 15у. (АУТ) +++ 19. РУ (12-4-14) 


将 分 子 能 量 = C,T 代入 ， 并 利用 于 坐标 系 可 扑 绾 层 流 运 动 动量 微分 方程 式 (12-4.5) 至 趟 
(12-4-7)， 则 得 


(22. fr PT 1 (22 


D | 1 
P [cr + 2 1572 Ет sinop + ак + fu, + fovet Ро — 
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Pu, 
3 \rabar 


2 
ар әр І 48и, Pu, _ Pu, 
габ „өг“! 00372,2 * 2092 * 2.120242 


а? а а 
=. |+ 505 s) [Zaton -2 [4a 
risingap) ”31rzag СС 


_ 8 lou, ао, 4, Pvg (Ze 
0) s] 72 УЕ kapi өр raðar + 


+1 
t3 
00 ч, [= e, 
s= j+ +(з+ Е тэ cotg 2 ar соё э 


2 
Pwe, a Zuwe, (аш, Жен. E 
TAER bag? 3 1\rsinb39ar rzsinb398ab) 3 
ә aw, 
Бала + (айо - o) |) (12-4-15) 
risingag rər r 


式 (12-4-15) 是 球 坐 标 系 可 压缩 层 流 运动 能 量 微分 方程 。 当 定常 流 时 ， 去 掉 含 六 项 。 球 
МЖ, к=, по rsing，rp= (rsing)9。 具 体 计算 时 应 注意 。 
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第 13 章 平面 近 壁 流 


一 提 到 平板 近 壁 流 ， 人 们 定 会 想到 附 面 层 ， 它 是 研究 一 维 流动 、 二 维 变化 的 ， 而 近 壁 流 
是 研究 一 维 流动 、 一 维 变化 的 。 附 面 层 研究 的 尺寸 比较 小 ， 如 以 平板 层 流 附 层面 的 厚度 о 
为 例 ， 其 公式 为 
工 
855.0 T 
车 工 很 长 ， 则 56 也 很 大 ， 则 失去 薄 层 的 意义 。 附 面 层 洪流 问题 至 今 未 得 到 合理 的 解决 。 而 
平板 近 壁 ， 无 论 层 流 与 潮流 均 能 得 到 较 好 的 解决 。 附 面 层 与 近 壁 流 共同 的 特点 是 在 流 场 中 均 
存在 着 理想 流体 运动 区 。 
本 章 研究 的 问题 是 有 压 管道 直径 很 大 ， 壁 面 影响 达 不 到 轴线 ， 也 就 是 说 ， 边 层 流 界面 产 
生 的 涡 旋 在 未 达到 管 轴线 之 前 就 消失 了 ， 使 得 管 中 心 附近 存在 着 理想 流体 运动 区 。 在 明渠 水 
很 深 、 很 宽 的 情况 下 ， 汇 底 、 侧 壁 边 层 流 界 面 上 产生 的 涡 旋 均 未 达到 中 心 及 水 面 ， 使 得 明渠 
近 水 面 附近 存在 着 理想 流体 运动 区 。 这 样 ， 整 个 流 场 分 为 理想 流体 运动 与 实际 流体 运动 区 。 
将 实际 流体 运动 区 称 为 近 壁 流 。 
第 5 章 有 压 管道 与 第 6 章 明渠 的 研究 ， 它 的 前 提 是 整个 断面 流体 运动 均 为 实际 流体 ， 不 
存在 理想 流体 ， 所 以 也 就 没有 近 壁 流 的 提 法 。 在 那里 研究 的 是 管道 与 明 总 都 是 充分 发 展 的 
没有 进口 段 问 题 。 同 样 ， 本 章 讨论 的 问题 也 是 充分 发 展 的 流动 ， 不 涉及 进口 段 问 题 。 


13.1 平板 近 壁 流 流 态 判别 准 数 


雷诺 数 Re 是 判别 实际 流体 运动 是 层 流 还 是 淇 流 的 准 数 。 近 壁 是 实际 流体 运动 ， 当 然 可 
用 雷诺 数 判别 其 流 态 。 具 体 判别 公式 如 下 。 

矩形 明渠 、 梯 形 明渠 、 大 直径 管道 ， 它 们 的 近 壁 流 态 判别 准 数 均 可 共用 

R = 220 (3-1-1) 
RP: v0 一 一 近 壁 流 层 的 断面 平均 速度 ; 
6 一 一 近 壁 流 层 厚 度 。 

8 实际 是 水 力 半径 。 梯 形 明渠 、 甜 形 明 渠 、 管 道 三 种 情况 下 的 近 壁 流水 力 半 径 均 为 ó, 
如 图 13-1 所 示 。 

根据 水 力 半 径 的 定义 


(13-1-2) 
RP: w 一 一 实际 流体 通过 的 断面 ; 
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近 壁 流 


(b) 
图 13-1 平板 近 壁 流 示意 图 


X 一 一 实际 流体 固体 接触 的 周 长 。 


ХИ: 
=2xD _ 
R= =? (13-1-3) 
ХЕР ЈЕ. 
_д(н+в)_ 
R=HT+B+0 Š (13-1-4) 
对 梯形 明渠 : 
_28H V1+tand + 8(2В + Əcot0) (13-1-5) 
2(Əcot0+ В + /1+tan20) 
综 上 所 述 ， 三 种 平板 近 壁 ， 其 层 流 与 水 流 判别 条 件 为 
oR >sg0 (йй) (13-1-6) 
aR csgo GAH) (13-1-7) 


13.2 ”明渠 层 流 近 壁 流 


只 要 明渠 流动 为 层 流 ， 无 论 是 渠 底 和 侧 壁 ， 其 近 壁 流 层 流 控制 微分 方程 均 相 同 。 如 图 
13-2 所 示 。 


gsina = у du (13-2-1) 
dz 
边界 条 件 
u|.-0=0 (13-2-2) 
du ж 
qz PAY (13-2-3) 


这 是 一 组 有 未 知 边界 条 件 式 (13-2-3) 的 特殊 二 阶 线性 常 微 分 方程 。 用 一 般 方法 无 法 求解 它 。 
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为 此 ， 从 无 因 次 分 析 入 手 ， 运 用 “ 逆 算 法 ”求解 之 。 
令 


2-7, =U 
o uo 
将 它们 代入 方程 组 后 ， 得 
-U 
= 42: (13-2-4) 
и |z-o=0 (13-2-5) 
| _ 
dZ 1..1 
U 
422 <0 
RP: 
_ gsinaðg 
= 


图 13-2 近 壁 层 流 示意 图 


(13-2-6) 


(13-2-7) 


(13-2-8) 


式 (13-2-4) 至 式 (13-2-8) 是 平板 层 流 近 壁 流 无 因 次 控制 运动 方程 组 。 依 它们 确定 其 断面 速 


度 分 布 如 下 。 
选 形 函 数 ， 
0'=22-2? 
写 出 待定 函数 : 
О= 0 = 0022-2?) 
将 式 (13-2-10) 代 入 式 (13-2-4)， 确 定 其 参 变 常数 q: 
gsina (2Z - 2°) 


20 
将 式 (13-2-11) 代 入 式 (13-2-10) 得 无 因 次 速度 分 布 
_ gsina60 z _ 

U= 2w Z 2) 


有 因 次 速度 分 布 
u = Ane(280Z — Z2) 
确定 近 壁 流 厚 度 go。 由 式 (13-2-12)， 当 Y=1 时 ，U =1， 则 得 
a = | 2 
gsina 
确定 通过 层 流 近 壁 断面 1m 宽 的 流量 
б n 3 + 
Q= [ча = J ао, - zas = Sane (82 _ а) = &зіпазз 


2v 3v 
确定 近 壁 流 断 面 平均 速度 


(13-2-9) 


(13-2-10) 


(13-2-11) 


(13-2-12) 


(13-2-13) 


(13-2-14) 


(13-2-15) 


第 13 章 平面 近 璧 流 + 327 - 


" 2 
, = Q _ &зіпадо 
== 3, (13-2-16) 


确定 近 壁 流 内 边 层 流 界 面 位 置 ya。 将 vo 代入 式 (13-2-13) 
人 


А 


283+ 202=0 


28+ аг, -4х 25 


zp= 2 
1+ [E] #гиа-о.зт› е 

zg =0.4238, (13-2-17) 
将 式 (13-2-14) 代 入 式 (13-2-17) 边 层 流 界 面 


2 
zp=0.423 | (13-218) 
gsina 


式 (13-2-18) 与 式 (13-2-17) 说 明 ， 知 道 近 壁 流 厚 度 ， 图 13-3 近 壁 流 中 边 层 流 示意 图 
就 可 以 知道 边 层 流 的 位 置 ， 即 厚度 。 而 近 壁 流 厚 度 
60 是 可 以 计算 出 来 的 。 如 图 13-3 所 示 。 


13.3 ”明渠 满 流 近 壁 流 


明渠 滑 流 近 壁 流 如 图 13-4 所 示 ， 其 控制 微分 方程 可 由 式 (4-4-11)， 结 合 其 流动 情况 ， 
简化 为 


2 2 
esa =v- #0) 8 + бм de dz? (13-3-1) 


图 13-4 平板 灌流 近 壁 流 示意 图 


边界 条 件 
z |。-o=0 (13-3-2) 
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du| _ 
а = a 
将 方程 组 无 因 次 化 ， 令 
Ж; Жж. 
ЖЫ 


RP: uo 一 一 明渠 理想 流体 速度 ; 
60 一 一 明渠 清流 近 壁 流 厚 度 。 


2 2dU JU 
Ki=[0- b+ Kp Б 
边界 条 件 
Ulz-o=0 
ш -= 
dZ lz 
式 中 
gsinaðg? 
K: = 
к) 
бги, 
asme 
K, m 


(13-3-3) 


(13-3-4) 


(13-3-5) 
(13-3-6) 


(13-3-7) 


(13-3-8) 


式 (13-3-4) 至 式 (13-3-6) 是 一 组 明渠 近 壁 清流 运动 控制 方程 。 它 是 非 线 性 二 阶 常 微分 方程 。 
确定 近 壁 滑 演 断面 速度 分 布 。 根 据 图 13-4， 明 渠 近 壁 湛 流 速度 分 布 的 特点 ， 选 形 函数 


LU 为 
U'=2z- Z° 
则 所 求 函 数 U 为 
U= 10 = (22-2?) 
将 式 (b) 代 入 式 (13-3-4)， 整 理 为 
кү=2(1-е%)у+4,%К,(1- Z) 
取 近 似 解 
„=—Кү . 
7= z 
2(1- 3) 
将 式 (d) 代 入 式 (b)， 得 
_ 22 
u= K GZ 2 › 
2(1-3) 
将 无 因 次 速度 转 回 有 因 次 速度 
Ysina (28ç Z — Z’) 
241- 93) 


(a) 


(b) 


(c) 


(4) 


(13-3-9) 


(13-3-10) 
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确定 近 壁 流 厚 度 66 。 当 wu = wo，z= 60 ， 代 入 式 (13-3-10)， 则 有 


2 
a = [2e -°)uo 
„Ты Ysina 


确定 近 壁 流 区 通过 的 流量 Q: 
а, Ysina(200 z - z2) ysinaðg ° 
e Í 2 dz = 2 
Ц 23(1- 3) Зи(1- p?) 
确定 近 壁 流 断 面 平均 速度 oç : 
。 Ysinaðg? — _ Yysinaóç ° 


w= z 
Lag °3и(1-%) 3ш(1-%) 
确定 平均 速度 о 与 理想 流体 速度 uo 的 关系 

Ysinadd? — ysine ,2k(1 一 pu 
° 3p(1- 了 3n(1-9 和 7sne 
确定 边 层 流 界面 位 置 ; 将 式 (13-3-14) 代 入 式 (13-3-10)， 得 


2 _Ysina(260 zg — zb) 


u= 2 
3 23(1- 3) 


=2 
v =3uo 


2 . 
аон — 3) = ysina (20; zp — 22) 


2 
о -93) 


= . 2 
уйпа 722o ta- zB 


将 式 (13-3-11) 代 入 得 


4 - z 
Fy ed DREPA а 
Узіпа Ysina В. В 

2 2 

2) 2н(1- 93)uo 40001-2) 0 
в Упа “BT 3 уша 一 

2 

z= 2 | Ú (1 — 93) 

873 27sina 


式 (13-3-15) 就 是 明渠 近 壁 油 流 时 ， 其 中 边 层 流 界面 位 置 zs。 


写 为 


取 其 近似 解 为 
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(13-3-11) 


(13-3-12) 


(13-3-13) 


(13-3-14) 


(13-3-15) 


ЖЕ BI WO ВЕ i WL БАЙ ЎЕШ E p= E К АВЕ УАК, К Е X HAR 


(13-3-10), # 


Ysina 


2 
23(1- 3) 


Ysina (207 7] 
2 
2и(1- 93) 


ai 
=] 


(д; – zp) 
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= — sina [и-н _ 2 | ae- 5) -| 
Уѕіпа 2узіпа 2, (13-3-16) 


2и(1- е?) —@3) 
涡 旋 直径 dp: 


10 v(a (= ө)? 
d >т -中 1 13-3-17 
‘l-a? fa єч (ува) í > 
确定 涡 旋 在 近 壁 清流 内 边 层 流 界 面 上 涡 旋 横 向 运动 分 速度 u" laez 由 式 (4-3-29) 
2 
«у=зи(®®&) и) (13-3-18) 
将 式 (13-3-16) 与 式 (13-3-14) 代 入 


[жш] ve !=2w ysna. = 2utysina (13-3-19) 
[ 93) a- е) e-o?) 


lis 


RP: v 一 一 流体 运动 未 性 系数 ; 
7 一 一 流体 相对 密度 ; 
4 一 一 流体 动力 黏 性 系数 ; 
:一 一 准 定常 流 时 间 。 


确定 明渠 近 壁 滑 流 涡 旋 体 积分 数 p。 依 据 涡 旋 体积 分 数 的 定义 ， 结 合 近 壁 江 流 特点 ， 其 
表达 式 为 
т 43 
Е aa (13-3-20) 
RF, f 为 涡 旋 产生 频率 ; 7 按 4.2 节 规 定 ， 结 合 现在 情况 
E7 SA SE 
ШУ: (13-3-21) 
将 f，7 均 代入 式 (13-3-20)， 则 有 
Гк |... 
== шутл (13-3-22) 
0 
将 式 (13-3-19) 与 式 (13-3-11) 代 入 


„--ЇЁ1нмузө_ _ [levuysine [уша __ [B]at [==] 
з68{ (1-21) 36p(1- 21) {2ь(1- po)u, 50.91 [мо ги(1- 93) 
(13-3-23) 
例 13-1 一 梯形 明渠 如 图 13-5 所 示 ， 渠 底 坡 ;= 0.0001， 边 坡 系数 m = 1.5, ЖЕЖ 
?=0.03， 渠 底 宽 b=40m， 水 深 h。=2.5m。 确 定 其 近 壁 淇 流 涡 旋 体积 分 数 p， 近 壁 流 厚 度 
86"， 平 均 速度 ve ， 边 层 流 界面 位 置 zs， 以 及 产生 的 涡 旋 强 度 w l,- 和 大 小 。 BA p= 
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1.14X10 2N:s/m2, v=1.141 X10 sm?/s 
Ж 计算 前 准备 工作 : 断面 面积 
А = (b+ mho)ho= (40 +1.5x2.5)2.5=109.4m° 
湿 周 
x=b+2ho 1+ т? =40+2х2.5 /1+1.52=49.01m 图 13-5 ати 
水 力 半径 
= 不 <]102.4-= 

R= 549.017222 

谢 才 系 数 
саб l x2.235 =38.1m2/s 
n 0.03 
断面 平均 速度 
v=c VRi=38.1x V2.23X0.0001=0.568m/s 
即 vuoo 

确定 涡 旋 体积 分 数 p。 由 式 (13-3-23)， 将 它 分 为 两 式 

y=% =16.205р (a) 

3 
[921.141 х107%ТуГ1000 х 0.0001 )2 0.0393Тк 、 0.04TK 
уз [0.568 ама) a-p 入 H 
i s 9 (1-@3)2 (1-3)? 
设 不 同 的 g 值 计算 y 与 y,， 结 果 列 入 表 13-1. 
表 13-1 
一 0.04 _ 

э 9 a-e)? 3a(Tk= ls) 
0.016 0.001 0.99 0.040 L 0.040 
0.032 0.002 0.98 0.972 0.041 0.041 
0.081 0.005 0.97 0.955 0.042 · 0.042 
0.162 0.01 0.95 0.932 | 0.043 0.043 

wy: 
0.810 0.05 0.86 0.803 0.050 0.050 


将 表 13-1 的 结果 绘图 ， 如 图 13-6， 得 其 交点 ， 即 pk， 对 应 的 时 间 即 为 
0.0025, Тк=1% 
确定 近 壁 流 厚度 so 。 依 式 (13-3-11) 


Тк, фк= 


ё = Ysina 
= /0.01273=0.113m 
确定 近 壁 淇 流 断 面 速度 分 布 


1000 х 0.001 10° 


2 2 
` [а-а аслиха ооздо. а. 12.73 


0.1 


px=0.0025 


O 0.001 0.005 0.01 
В 13-6 例 13-1 计算 结果 用 图 
_ Ysina (ç z- z?) 
“= 1.996 о) 
确定 近 壁 流 断 面 平均 速度 vo ， 由 式 (13-3-14) 
vi =Їщ = 20568 =0.379m/s 


确定 边 层 流 位 置 zp， 依 式 (13-3-15) 


2 
_2 | 2 |апта -0.00258 - 2 [1.295х0.983 
2 = 3 2ysina 3 2X 1000 x0.0001 73ү 0.2х10° 
= Z 10:00637 =0.053 
确定 边 层 流 界 面 上 产生 的 涡 旋 强度 及 大 小 ， 依 式 (13-3-16) 


[7sineuo _ 2 /1000x0.0001x0.568 _ 2 
= = /51.967=4.81rad/s 
2 ы 
AI-83) 3Y 1.14x107°x0.983 3 
[M 2 [10х1.141 
4,=2 ае 0.048 =3тт 


确定 边 层 流 界面 上 涡 旋 横向 运动 速度 w " 。 由 式 (13-3-19) 
Узпа _ _2Х1.141х107®х 1х1000х0.0001 _ _ 0.2282 
MEI 1.14x107°x0.983 1.121x103 
=0.204 x 107°=0.000204m/s=0.2mm/s 
验证 是 否 为 清流 ， 依 式 (13-1-6) 


人 
ке = 20-00. = 0.450.113 -37500>580 
v 1.141510 


wl 


2 
53 
涡 旋 直 径 


. 4 
и la- = 3 Te 


确 为 清流 。 
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13.4 ЗЕ НЛ ЖТ ЕЕ MEA 


这 里 讨论 的 问题 ， 对 贺 形 、 和 矩形 即 非 贺 形 管道 均 适 用 。 如 图 13-7 所 示 。 其 运动 控制 微 
分 方程 由 式 (4-4-11) 并 结合 它 的 情况 ， 为 


z 


wo 理想 流体 


实际 流体 层 流 


o 
图 13-7 ”平板 近 壁 层 流 示意 图 


14р _ 4 
сах” дл (13-4-1) 
xz |。-o=0 (13-4-2) 
dej ,=0 (13-4-3) 
Z Iz= 
将 式 (13-4-1) 至 式 (13-4-3) 无 因 次 化 ， 为 此 取 
Ж g 
8° ži uo 4 
将 它们 代入 方程 组 ， 得 
к= (13-4-4) 
ларз 
K,= нахи, (13-4-5) 
Ulz-o=0 (13-4-6) 
dU| _ 
42 Penas (13-4-7) 
#0 (13-4-8) 
根据 图 13-7 所 示 及 边界 条 件 ， 选 形 函数 U 
0'=22-2° (а) 
待定 函数 
0= 1022-22) (b) 


将 式 (b) 代 入 式 (13-2-4)， 得 


“334 · 工程 素 ( 消 ) 流 力学 


148 
л= ГРЕЙ (с) 
将 式 (c) 代 入 式 (b) 
14р& 
U=; aza 22 - 22) (13-4-9) 
将 它 转 回 有 因 次 速度 分 布 
“= де -+°) (13-4-10) 


令 式 (13-4-10) 中 и = uo， 则 可 确定 近 壁 流 厚度 3yo 
13.5 有 压 管道 近 壁 洲 流 运动 


有 压 管道 近 壁 清流 运动 如 图 13-8 所 示 ， 其 运动 控制 微分 方程 由 式 (4-4-11) 结 合 图 13-8 
和 边界 条 件 ， 简 化 为 


ТЕ = (1+ р?) + p36u аё, (13-5-1) = ë 
и|„-=0 (13-5-2) 
a i (13-5-3) |, zenia [5 
将 式 (13-5-1) 至 式 (13-5-3) 无 因 次 化 ， 为 此 取 E Е 
51022, яра 图 13-8 ”有 压 管道 平板 近 壁 消 流 
将 其 代入 式 (13-5-1)， 得 
K,=(1- po) EE + к} а (13-5-4) 
Ulz-o=0 (13-5-5) 
a = (13-5-6) 
式 中 
retai «9 
=з (е) 
结合 图 13-8 和 边界 条 件 ， 选 形 函数 UH 
U'=2z- Z° 6) 


待定 函数 
=7(22-27) (g) 
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将 式 (g) 代 入 式 (13-5-4)， 有 
кү=2(1-е%)у+4ф%к,(1-2)° 


取 近 似 
ар, .2 
= K, b ©; 
s= £” 2 
2(1-983) 2p(1- 93)uo 
则 
U= — deoz- 21 
2н(1- Ф?) 
有 因 次 速度 分 布 
4р 
«=——®®—(28{] r z) 
2p(1- Ф?) 


确定 近 壁 流 厚 度 86 ， 为 此 将 u = uo ，z = zp 代入 式 (13-5-8) 


2 z 
(1- 93)2pu, .2 „e _| 20401-3) 
一 


4р dp 
dz dz 
确定 近 壁 流 在 一 米 宽 通 过 流量 g 
dp 


° Зи dz 


2,01 - 
AEE к 


.2 
v= ldp o 
a DK] 3dz CQ - 93) 


确定 理想 流体 速度 与 平均 速度 关系 ， 将 式 (13-5-9) 代 入 式 (13-5-11) 


w = 


4, 
он z- «ае = ШК de 2 
1 


+ 835 > 


(h) 


[0] 


(13-5-7) 


(13-5-8) 


(13-5-9) 


(13-5-10) 


(13-5-11) 


(13-5-12) 


确定 近 壁 流 ， 边 层 流 位 置 zs， е не 5-9) 代 入 (13-5-12)， 并 令 и= оу, ， 则 有 


2pv0 $- оъ 22и0(1- ф3) а. $) 
elen -zb 
3 
将 式 (13-5-12) 代 入 式 (j) 
z 2 
аии Ф?) _„ 20401-3) _ 2 
з ар Е: 4р ЫМ) 
dz dz 


G) 


(k) 


* 836 · TS 803) 


2 
2puo(1— gs 
zp=0.423| 2“ c- е) (k) 
dz 


解 式 (k) 


将 式 (13-5-9) 代 入 式 (k) 


zp=0.42360 (13-5-13) 
确定 边 层 流 界面 上 产生 的 涡 旋 强度 及 大 小 
dp 
ol) O 
将 式 (13-5-13) 代 入 式 (1) 
a 22-0370. ay 
5 23(1- 3) 


将 式 (13-5-9) 代 入 式 (1)” 


dp 
[2 dz“? 
wle., =0.204, š (13-5-14) 
* p(1- 93) 
2 
10v wl- Ф) 
4,=2 |р 14 (13-5-15) 
ец ар 


确定 近 壁 流 内 边 层 流 界面 上 涡 旋 横向 运动 速度 wo。"， 由 式 (4-3-29) 并 将 (13-5-9)， 式 
(13-5-12)，(13-5-13) 各 式 先后 代入 ， 则 有 


2 2 
2 dp 4 - 2. 4р 
uyla =м(2и) 至 о — zp) vgt =3X0577%3| © — | аги 
А ЕЕ. 


涡 旋 直径 


Š к@а-%) ш | а-у 
__2.996ы dp 
— 13-5-16 
ИТТЕН $a ( ) 
确定 近 故 流 损 旋 体 积分 数 9， 将 式 (13-5-16) 代 入 式 (13-3-22) 

_ [ 秒 ]2. 996лы de (m) 

аваа 5) 

将 式 (13-5-9) 代 入 式 (m) 
аь 1 
= 181.9965и_ аг (13-5-17) 
1.414х48 /uo 1-3) 


91132 ”一 有 压 圆 形 管道 ， 直 径 1m， 长 为 5000m， 通 过 水 流速 度 为 v。= иу = 3m/s, Ж 
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动 黏 性 系数 ,=1.141x 10-“m?/s， 动 力 黏 性 系数 上 =1.14x10?N'a/m， 测 得 水 头 损失 hy 
=45.41m， 确 定 近 壁 流 厚度 sy ， 边 层 流 界面 位 置 =s， 产 生 的 涡 旋 强度 及 大 小 ， 涡 旋 在 垂 


直 边 层 流 界面 方向 的 速度 uw" ， 确 定 涡 旋 体积 分 数 px， 准 定常 流 时 间 上 = Tk。 
45.41 x 1000 


45.41 x 1000 2 
分 析 др= yh = 1000 =45.41N/m 
dp -45.41N 
dz 一 
-6 
жемю йй А шырка 
解 首先 确定 涡 旋 体积 分 数 px， 准 定常 Tx， 依 式 (13-5-17) 
yi=1.414x48p=67.8729 (a) 
2 
[ 秒 ]2.996xvTx| 42 | 
x — 
Juo (1-93) 
3 
= 45.41 _ f 
V3 1.14х107%1- 3) 
_ 6.20 x10 “Tk х 7950000 _6.2х7.95Тк _ 49.29 Tx w% 
a- е! a-g) та bts 
设 不 同 p， 计 算 y 5 у, ІЖ 13-2, 
38 13-2 у 与 y, 计算 结果 


Tx=0.01s | Tx=0.05s Tr=0.1s 
0.678 ош | 0.954 0.932 0.531 2.65 5.30 
3.378 ооз | 0.864 0.803 0.616 = 3.08 6.16 
6.78 | 0.10 | 0.758 0.660 0.740 3.70 7.40 
017 | oas | оло 0.611 0.809 | 4.05 8.10 
13.56 | оз | оез 0.534 0.923 4.60 


将 表 13-2 中 数据 绘图 ， 如 图 13-9， 分 析 结果 ， 对 应 px =0.11， 这 样 
其 他 所 求 问 题 均 可 以 解决 。 选 确定 近 壁 流 厚度 35 ， 由 式 (13-5-9) 


2 
。_ | 2uu0(1-93 = 
г; -| puo(l— p )- Ja. 14х1072х3(1-0.115 Dy miii 


ар 45.41 
dz 
=0.204X352.173=71.84rad/s 
涡 旋 直径 
22 -> [Jœ _ 2 [ла 2 пй 2 
а, =2y; Е |... 102 9 71.8410 7 10V 718.47 102" 00016 
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=250:04 „0.08 0.0008m=0.8mm 
确定 边 层 流 界 面 上 涡 旋 横向 运动 速度 ule, ҢҖ(13-5-16), £= Tk =0.1s 


ли. -z ы х 3 Ete = . 和 
,2.996w dp _2.996х1.141х107®х45.41 _15 51x10 б 


u- g3)? 1.14х107%(1-0.11Ў) 
验证 近 壁 流 为 清流 


РДЕЛ 


зу 


13.0 


10.0 


x 
ya Tx=0.05s) 
5.0 


ya( Tx=0.1s) 


图 13-9 例 13-2 计算 结果 


vča Xx3x0.012x105 


R = 7 = ~ 120002580 
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后 w 


综述 ， 阐明 湛 流 形成 机 理 ; 建立 “ 边 层 流 ”“ 近 壁 流 ”理论 ; Ф “аА” 
“第 二 输 运 公式 "; 推出 直角 、 柱 、 球 三 种 坐标 系 下 不 可 压缩 与 可 压缩 的 连续 性 、 动 量 、 动 量 
矩 、 能 量 微分 方程 ; 对 能 用 直角 坐标 系 研究 的 一 些 实际 问题 进行 求解 计算 ， 得 出 相应 的 速度 
分 布 、 涡 旋 产 生地 带 、 涡 旋 运 动 速 度 、 涡 旋 直 径 、 涡 旋 体 积分 数 ， 使 问题 得 到 本 质 的 、 深 层 
次 的 解决 。 这 也 为 其 他 有 关 学 科 的 深入 研究 打下 了 理论 基础 。 

在 研究 油 流 运动 过 程 中 ， 遇 到 理想 流体 与 实际 流体 分 界 问题 ， 也 就 是 数学 中 的 定义 域 问 
题 ; 另 一 个 是 非 线性 偏 微分 方程 如 何 求解 问题 。 对 这 两 个 问题 ， 花 费 两 年 左右 的 时 间 才 创立 
出 解决 它们 的 方法 。 

WARE (TEK (т) 流 力学 )? 因为 本 书 导出 的 理论 公式 已 应 用 到 许多 工程 实际 问 
题 ， 如 管道 、 管 道 进口 段 、 明 渠 、 附 面 层 等 问题 上 ， 均 得 到 可 以 参考 的 结果 。 

书 中 未 列 参考 资料 ， 原 因 是 著者 的 思路 与 处 理 问题 的 方法 均 与 他 人 不 同 ， 无 法 参阅 别人 
的 结果 。 

关于 没有 实验 验证 理论 的 问题 说 明 : 由 于 著者 已 离休 多 年 ， 无 法 组 织 人 力 、 无 法 筹集 资 
金 组 织 实验 。 希 望 有 条 件 的 国内 外 单位 或 专家 进行 这 方面 的 工作 。 

本 书 最 适合 油 流 科研 工作 者 ， 让 他 们 看 到 与 自己 不 同 思路 的 研究 方法 。 

感谢 东北 大 学 领导 左 良 副 校长 、 教 务 处 沈 峰 满 副 处 长 的 大 力 支持 ， 使 得 本 书 得 以 顺利 出 
版 。 


著 者 
2009 年 8 月 


